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Capítulo 2 —- Operações com matrizes 


Capitulo 


O conceito 
de matriz 


1.1 — MATRIZ 


À uma tabela de números, dispostos em linhas e colunas, colocados entre 


“colchetes”, damos o nome de matriz. Os números que a constituem são seus 
elementos 


Exemplos 
[1 2]e linha E 4 27 
4 - 
Mo 3 HE As 
; ê. o! 
f 
coluna 
1 -126 Rs 
E 0 -3 
32))1 4 7-3 4º) | 1 
10 3 5 -6 õ 
AZ: 


As linhas são numeradas de “cima para baixo" e as colunas, “da esquerda 
para a direita”, assim: 


4 [6] -2 | e Nlinha 
6 7 13 e 2º linha 
0 (0) -—2 € 3º linha 
5 6 | e 4º linha 
TO too 

1º 2º 


coluna coluna coluna 


1.2 — ORDEM DE UMA MATRIZ 


A ordem de uma matriz é dada pelo número de linhas e o número de 
colunas que a constituem. 


Para indicâ-la, escreve-se em primeiro lugar o número de linhas e, em 
seguida, o número de colunas, colocando-se entre esses dois números o sinal x. 
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No 1º exemplo a matriz é de ordem 2x2 (lê-se: “dos por dois), no 2º 
exemplo, a matriz é de ordem 2+ 3 (lê-se: “dois por três"), no 3º exemplo, a matriz 
ê de ordem 3x 4, e, no 4º exemplo, a matriz é dz 2 

Podemos então dizer que uma matriz de ordem m=n, ou simplesmente 
matriz mn, é uma tabela de números distribuidos em m linhas e n colunas. 
Observe, então, que O número de elementos que a constituem é mn. 


1.3 — MATRIZ QUADRADA 


Matriz quadrada é uma matriz constituida pelo mesmo número de hnhas e 
colunas 


Se uma malriz quadrada é de ordem nx=n, isto é, possui n linhas e n 
colunas, diz-se que ela é uma matriz quadrada de ordem n. 


Exemplos 


1º) A matriz A=[3]é quadrada de ordem 1. 


14 4] 
2º A matriz B | o lá quadrada de ordem 2. 


SPO 3 
3º) Amatriz C=| 2 O 5 | é quadrada de ordem 3, 
[-1 9 14, 


1.4— NOTAÇÃO GERAL 


Para representarmos a matriz A, mxzn, indicamos cada um de seus 
elementos com uma letra minúscula afetada de dois indices, que indicam a posição 
ocupada por este elemento na matriz. 

Assim, um elemento genárico da matriz A será representado por: 


O primeiro indice, |, indica a linha a que esse elemento perience, é q 
segundo Indice, |, a coluna a que esse elemento pertence: 


As). | a, “| «iésima linha 
aj 
j-êsima coluna 


Exemplos 


19 Na malbriz de ordem 2 x & 


iz 


am [lê-se “a um um") é o elemento que ocupa a 1º linha e a 12 coluna, as (lê-se “a 
um dois”) é o elemento que ocupa a 1º linha e a 2º coluna, aza [le-se; "a dois Irés") 
é o elemento que ocupa à 2" linha e a 3º coluna, 


2") Na matriz 


anc=ê, ap=1,az=2Za2»53, an =3 e az=-2. 


Em geral, a matriz À, de ordem mx n, é representada por: 


ou. com a notação abreviada: 


1.5 — DIAGONAL PRINCIPAL - DIAGONAL SECUNDÁRIA 


Em uma matriz quadrada: 


A =[2, ) ra 


o conjunto de seus elementos a; tais que i = j, chama-se diagonal principal, o 
conjunto de elementos tais que i+|=n +71 chama-se diagonal secundária, 


4 
4 =ê12 dis sua En 
Paiao êzo o Bon 
A 
A=|a; ap dos Aa 
dm 232 293 dan | + diagonal principal 


a, 4n | «- diagonal secundária 
2,0: E2n 


J.n-1 dan 
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Exercicios Resolvidos 


11) Seja amatriz; 


js DR 
D 4 —1 
A = 
q 3 -2 
7 -2 -8 
a) Qual é a sua ordem” 
bj Quantos elementos ela possui? 
ci Complete: aa =... a. axzs. Bs. 
d) Se dj = Õ, então =... ai =. 
Solução 


a) à matriz é constituida por 4 linhas e 3 colunas, sua ordem é 4d» 3 
bj) Ela possui 4: 3= 12 elementos. 

Cc) an=7,a2=4,32=3)e a3=?7 

d) Namatriz, an =D edali=2ej=1. 


12) Construa a matriz À =[ay] 1.3 para a qualaq= 2 —j. 


Solução 
Observe que a definição dada: 
B=2-j 


indica como se oblém um elemento qualquer de A: eleva-se O seu primemo 


indice ao quadrado e desse quadrado subiraimos O seu Segundo indice, 
então: 


a ap Ba] t-1 P-z f-3 012 
A=|a, dy apl=[22-1 22-2 2º-3)=|3 2 
dn dp As) |32-1 3-2 23º-3]) [8 7 6 


13 Conslrua a matriz À =[a;] axá para a qual: 


[Pa se i«< j 
a=, 1 seiz] 
| o, se i>) 


Solução 


Observe que na matriz quadrada de ordem 4: 


dm da dg Ass 
Bia) is ds Am 
às do ds Eus 
dm Faz das da | 
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os elementos para os quais 1= | pertencem à diagona! principal, e eles todos 
são iguais a 1, aqueles para os quais | < | eslão acima da diagonal 
principal", e para calculá-los somamos os seus indices e, aqueles para os 
quais | > j estão “abaixo da diagonal principal". e eles todos são iguais a 


Zero. 
Então. 
to Spa, 
A - 0 15 6 
DO 17 
0004) 
Exercícios Propastos 
1.4) Sejaamaitnz de ordemm»n: 
600 621... 517 
1 407 440 .. 330 


As[a; jmn= o r he | 
706 850 .. 1000] 
a) Quantos elementos ela possui? 


b) Complete. an =. ems. dns... Eme... 


1.5) Uma matriz possui 6 elementos. Qual & a sua ordem” 


16) Numa matriz quadrada de ordem n quantos elementos não pertecem à 


dragona! principal? 


1.7) Numa matnz, chama-se sfementos inlemos aqueles que não pertecem à 
primeira ou à ultima linha ou coluna Quantos gslementos Inlernos possui 


uma matriz 5x 8? 


1.8) Construa a matriz À = [2y)sx2 para a qualaç=3i-)? 


1.9) Construa a matriz A= [ aj ) aus para a qual: 


E se i<j 
dj = Õ, se i=) 
| sei>j 


1.10) O simbolo delta de Kroneecker é definido por 


Construa a matriz À = [Bi )axa paraa qualajp=3+P- 


TE 
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1.11) Seja a matriz quadrada de ordem n: A=[ ay | rir Denomina-se traço da 


matriz À à soma an + az2 t+ a33 +... + am dos elementos da diagonal principal 
de A, indica-se. 


An 
t(Ãão) = a + Esa + das +. En = 5 aj 


1-4 


Considere a matriz À = [34] ax3 para a qual ay= |-); determine tr(Ã). 


1.6 — ALGUMAS MATRIZES IMPORTANTES 
1") Matriz linha 


É a matriz constituida por uma única linha. 


Exemplos 
a) A=[-1 3] 
bd) B=[4 4 -5 2] 
2º) Matriz coluna 


É a matriz constituida por uma única coluna 


Exemplos 
af 
E 2 
ç 0 
a) As|3 b) B-|, 
p= E. 
0 . 


3º) Matriz diagonal 


É a matriz quadrada na qual os elemenios que não pertecem à diagonal 
principal são Iguais a zero 


Exemplos 

RE 0500 
a) A=)D 4 0 E O O 

O 0esE 
“ 000 8) 

Doo 

q C=|00 0 

ooo 
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4º) Matriz identidade 


É toda matriz diagonal em que ós elementos da diagonal principal são iguais 


a 1. 
Sará representada por |, 
Por exemplo 
à E 100 
10 
a o 0 gi 
Se quisermos colocar em evidência que a sua ordem é n, escrevemos ln 
AssIm 
Fa RE 6: 8; 
la = o 4 | ly = | 1 q 
' o O sy 


5º) Matriz nula 


É a matriz cujos elementas são tados iguais a zero Será representada por O. 
Por exemplo. 


é 0000 
o-[o o QO=/0 0 0 0 
» DO cao 


Se quisermos colocar em evidência a sua ardem, escrevemos On ÁSSim: 


6º) Matriz transposta 


Seja a matriz À. Chama-se matriz transposta de À à malriz obtida de A, 
trocando-se, “ordenadamente” suas linhas por colunas (ou, O que conduz ao 
mesmo resultado trocando-se suas colunas por linhas) 

Indica-se a matriz transposta de A por A! 


Exemplo 
IF 
se a =| * lentãoa =|| 4/13 
[-1 30) RR 
ic => ço. - 


17 


Se A =[ai [ma então A! =[b; [nm Onde 


a fpara todo i |Isism 
4 Ciloara todo | Izjsn 


1.7 — IGUALDADE DE MATRIZES 
Elementos correspondentes 

Sejam as matrizes A e E de mesma ardem mx n Um elemento a da matriz 
A e um elemento b da matriz BE dizem-se correspondentes Se eles ocuparem à 
mésma posição nas respeclivas matrizes. 


Exemplo 


Nas mairzes de mesma ardem 2 x 2: 


A) as: | = B-[p7 by | 
E Boa | 


os elementos 


am e ba 
a e Biz 
az é bzs 
a» e Daz 


são correspondentes 
Observe que na notação, elementos correspondentes tem indices iguais 


Definição 


As matrizes À e B são iguala se e somente se, tem mesma ardem é os 
elementos correspondentes são iguais, indica-se: 


Então: 


A=lalmo  B=[byJpa 


m=pen=aq 


ea [para todo i Isism 
= by 


jpara todo | Isjgn 
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Exemplos 


1, 12 
1º)Asmatrizes A=|2 22] e B= 
3 3 


4| sãoiguais, isto é A=B 


E 


tulio m|s mim 


4 


b] [0 2 E 
2º Se [à as, o Pg 


No conjunto das matrizes de mesma ordem. a igualdade de matrizes 
define uma retação de equivalência, goza, então, das seguntes propriedades 


1º) reflexiva para toda matriz À, tem-se À = À 
29 simétrica paraas matrizes Ae B se A= BentaoB=A 
3º) transitiva: para as matrizes Ã Be C seA-BeB=C entacÃ=C. 


Exercicios Resolvidos 


x+y a+bl] [5 1] 
|= determine x,y aeb. 
x-y a-bl [1 K 


112) Se 
Solução 


Da definção de igualdade de matrizes, os elementos correspondentes 
devem ser iguais, entag. 


[x+y=5 a+b=-1 
be-y=1 a-b=3 


Resolvendo os dois sistemas acima (somando e subtraindo as respectivas 
equaçõesj obtemos x=3 y=2.a=1eb=-2 


113) Uma matriz quadrada A =[34 |an diz-se simétrica quando a, = a para 
todo |, Isigzn e para todo j, Is j<n Observe que se À & simétrica então 


A= A e inversamante. 
Determine O número b, be K, para que a matriz; 


[3 2b] 
seja simétrica, 
Solução 


20 t 3 2 , 
então À = 8, Se À é simétnca, tem-se A= A! dai: 
bo 2% b. 


3 
SeAÃ= 2 


19 


3=3 2b = b? 
pê=2b b=b 
As condições acima ficam satisfeitas para as raizes da equação: bº = 2b que 
saob=Qeb=2 
Note que há duas matrizes que satisfazem à condição imposta: 


3 q 
A = ds e AS 
E 42 
1.14) Demostre que para toda matriz À= [8% ]mun tem-se: 
Solução 


Se À = [2% Jmen então A! = [2 Jnem onde Di = aj. 


A matriz (A! é de ordem mx. seja então (A!)! = [Ci [men onde cy = bj. 


Então, paraltodo | |Isism e paratodoj Is j<n, lem-se 
ui 
(A) = [Ss] man > [by | msn > [às | man * A, 


Exercícios Propostos 


1,15) Seja a matriz As [34 | axa para a qual 


a=a 
pasa se Isi<j<4 
Detemine Ae AL À é simétrica? 


sen? (sent+cosny| 5 


já 
=| 2 | determine 05 números reag a be c 
a 


1.16) Se , á = 
cos 4b [sen U + cos 0] E 


1.17) Seja D uma matriz ciagonai de ordem 3x 3. D é simétrica? 


1.1B) Se À = [3] 33 é simétrica, em A hã, no máximo, quantos elementos distintos? 


118) Definição: a matriz J, de ordem mx=n, é uma matriz cujos elementos são 


todos iguais a 1. Construa para matrizes 3» 3: 
ay It bp)! c) O! 


1.20) Seia a matriz A =[a5)312 para a qual a, = f(1) + Hj), onde fix) = x + 4. 
Construa A! 


O 


+ 


Capitulo 


Bl 


Operações 
com matrizes 


2.1 — ADIÇÃO DE MATRIZES 
Definição 
Sejam as matrizes A e E, de mesma ordem m - n 


Denomina-se soma de À com B à matrz C. de ordem mr n. cujos 
elementos são obtidos somando-se 05 elementos correspondentes das matrizes A 


e É Indica-se: 
C-=A+B | 


Exempla 


Eli E cad fá 
[4 zl [0 68 [10 2+6] [1 8] 
poa o e a 


Formalmente: 


Sejam as matrizes À = [a] man é B =[b5] men 

A matriz C =A + Bétal que: 

para todo | Isism 
para todo | Isjan 


C=[Sj Jmn onde c,=a, +] 


Se as matrizes À e B tem mesma ordem, elas se dizem conformaveis para 
a adição 

Observe que existe à + B somente se À e E tem mesma ordem, isto é se A 
e B são conformâveis para a adição. 


As matrizes 
2 pá ] 
e E B- 2 0 3 
3 4 1 5 y 


não tem mesma ordem; a adição de A com B não pode ser efetuada. 
Diz-se que matrizes de ordens diferentes não são conformáveis para a 
acção 
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Propriedades da adição de matrizes 


1º) A adição de matrizes é comutativa: para as matrizes À e B, conformáveis 
para a adição: 
A+B=B+A 
Demonstração 
Sejam as matrizes À = [a] man € B= [bi] man então: 


O 
A+B=[a;+b, ]ma =[Djt 2 ma =B+A 


Observe que a adição entre números é comutativa, o que justifica a 
igualdade O) acima. 


2º) A igualdade de matrizes é associativa: para as matrizes A Be C, 
conformáveis para a adição: 


| (A+B)+C=-A+(B+C) | 
Demonstração 
Sejam as matrizes À = [3 Jmn B= [Di Jim eC= [eu] mxn: então: 
(A+B)+C=[2;+by Jmen [Si Jma = 
O) 
is [(a; + by) + Cy Jma e [aj +(b; + c9)] man * 
=[a, Jjmen + [Dj + Cj Jma = A+(B+0) 


Observe que a adição entre números é associativa, o que justifica a 
igualdade O) acima 


3º) Existe O elemento neutro. 


Dada uma matriz A, existe uma matriz X, conformável com À para a adição, 


tal que: 
[A+X=A | 


Demonstração 
Sera [a, jm eX= [x;] man da condição À + X = À obtemos: 


ã; + Xi = aj 


edai.x,=0 


Então, X é a matriz nula de ordem mx n, Oman: 


E 


22 


ee 


4º) Existe a matriz oposta 
Para toda matriz A. de ordem max n, existe uma matriz X, conformável com A 
para a adição. tal que. 
Demenstração 
Se À= io e X = [*y Jun da condição À + X= O obtemos. 
ij + Xi es 0, 


edal, x,=- 


Então, X é a matriz cujos elementos são os opostos dos elementos 
correspondentes de À. a matriz X, então, denormmna-se oposta da matriz À, e se 


indica com: 


2 
Observe que se À = [às Je então - À =[-a, | men € que 


Note também que —(-A) = & 


Exemplo 
2 3 =f -2 -3 1 
Se 2i=/0 7 4|então-Ã=|0 -7 —4 
—-4 3 3. & = = 

Definição 


Sejam as matrizes À e E. conformaveis para a adição. 
A diferença de matrizes À — E define-se por: 


| A-B=A+(-B) | 


Exemplo 
2 8 [to 8] 
Se À= B=i ão: 
B E 5] e já 2 ] então 
A-B 


-|2 31 [2 -3] -|2 31. [-2 37 T2s(-2) 343 I-f5 = 
(5 alte 215 2) ls o] |5e(-4) cem)" 4 
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Formalmente: 


Sejam as matrizes A =[a; | mn é B= [Os] mir 
à matriz D=à -Bétal que: 


todo j is 
D=[dy ]mun onde d;=a;-b, para to E E m 
» para todo | I=xj<n 


À equação matricial X + à = B. Teorema 


Sejam XX A e B malizes conformáveis para a adição, então, vale a 
equivalência 
R+A=B o X=B-A 


Na equação X + A = B, somando-se a matriz -A a ambos os membros, 
obtemos sucessivamente 


Demonstração 


(X+Aj+(-A)=B+(—AÃ) 
X+IA+-AN=B-A 
X+0=B-A 
A=B8-A 


EnBo. X+A=B > Xx=:B-A OD 


Inversamenie, para X=B- A aequaçãoX + 4 = B fica satisfeita: 
X+A=(B-Aj+ã=B+(-A+4=-B+0=B 

Então X=B-A > Xx+A-B OD 

De De (OD vematese X+A=B o X=B-A 


Note então que, numa equação malricial, uma matriz “pode passar” de um 
membro para o outro da equação, “mudando” o seu sinal. 


Exemplo 


[7 


1 2] À . 
Se À | a! e la 2) determinemos a matriz X tal que AHÃOB. 


Então, do teorema acima: 


este DAE 2 
3 ala ajólo -& 


2.2 — MULTIPLICAÇÃO DE UMA MATRIZ POR UM NÚMERO REAL 
Definição 
Dados uma matriz À, de ordem mx n, e um número real «, 6 produto de a 


por À & uma matriz B, de ordem mx n, obtida multiplicando-se cada elemento de À 
por &. Indita-se: 


24 


FE 


Exemplo 


[4 al [24 243] [8 -E 
210 2|=| 2-0 2-2 |=|0 4 
+ 3 |24-19 2:3 | |-2 6. 


Formalmente: 


Sejam as matrizes À = [By Jmen e o número real ct. 


A matriz B= «q: À & tal que: 
[para todo i Ixizm 
ê [para todo i I<jsn 


B= Er onde b=w a 


Propriedades 


Sejam À e B matrizes de ordem m x ne os números reais ne À 
Valem as propriedades. 


1) 1 A=A 
2º) 4-1) A=-A 
3 mr O 


4) 0 A=O 


ET 

5 a (ArBj=a A+ B 
83 (x+D) A=GA+pA 
7) w-(6 Aj=ton) A 


Veja os exercicios 2.4 e 2 14. 


Exercícios Resolvidos 


3 1-5 5 2 
À = B = . det [ 
214) Se 5 4 ME k Rca etermine 
a) ArE 
bj A-B 
Solução . . 
34 5][52 4) [3+5 1+2 -5+(-4)] [8 3 9 
aj A+B = + = =. 
2 1 6) Jo 7 EU j24o 47 6+6 ] |I2 8 12 
as -s) [52 4] [3-5 1-2 -5-(-4)] [-22 1 1 
bj) A-B= + = = 
21 6] |07 6] [2-0 1-7 6-6 |] |I2 6 0] 
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= a E RE 01 
2.2) Se A-l5 7T|B=-|5 6G|leC=|1 O|, calcule A-B+E 
3 101 , Sê. RS 
Solução 


A adição de matrizes é associativa, não há, então, ambiguidade na notação 
A-B+C ela pode ser escrita, por exemplo, (A — Bj) + C, então: 


o affa sm to 7 

A-B+C=(A-B)+C=||5 7|-|5 6l|l+|1 0|]= 
Pe a o RA 
O 4) 16:94] [O O 
=10 13|+)1 0/=/1 13 
28 11/1/39 


2.3) Determine os números reais x,y, Z e u sabendo-se que 


spo So gy lies 
- = 
ES dei] le 0 [5 
Solução 
[x+3 3+y [2x a. 
[8+u z-1] [5 1) 
Então x+3= 2x S+y=3 
B+u=5 Z-1=1 
edaiix=Sy=0,u=-Jez=2. 
ER 5 oo“4 
24) SeA=|2 5 1|eB=|7 41 O), calcule: 
| 4 3 Er 5 =3 na 
a) 5A - B 
D) 2A + 368 
Solução 


Sc do 7 TH O cast 
a) 5A-B=5j2 5 “|-|7 HM Ol= 
43 2) |5 3 4) 

Cs -sasllo o +] [5 -s 16 

=|10 25 -Sl-l7 114 0|=|3 14 5 

20 15 10/|5 -3 4] |15 18 8, 


6 


ER Ea Ko |; 

b 2ZA43B=2:|2 5 -1|+3:|7 141 Ol|= 
a O A 5-3 4, 

Po =? BT TO O SS > E» q 

=|4 10 -2|-|21 33 0 |=|25 43 2 

s 6 4s|[|15 -9 12] [23 -3 16] 


25) Sejam as matrizes À e B, conformaveis para a adição. se u e =, demonstre 
que: 
qtá+Bj=zaA+o-B 


Solução 
Se A=[ajlmen é B=|b]m.n lemse A+Bu=[a,+0,]mn então 
nu (A+B)=ala,;+D;lmn = [04 (9, +Dy)lmen = [48 +"0D men = 
= [1 aymen +labilmn= 0 A+roB 
E 
258) Seja J=|1 
1 


a e o) 


é 
14. Determine a matriz X talque: -S (X-— 5] =X+] 
| 


Solução 
às propriedade da adição de matrizes e da mullipicação de uma matriz por 
um número real, possibilitam escrever sucessivamente 

-4(X-|)=X+4 

-4X +4i3=X+4J 

-4K-—-X=J-—dls (veja o Teorema da página 1B) 


-SX=J- dl; 

Tt. 

===> 

50 55 

Então: 

a A : 7 OT 

Sra DR a O 

DR Ou À 

as a | 
1 1 1 4 Ec 1 bs 
VALENDO ST - DO E AS Lad 
5 5 5 5 5 5 5 
la de pe 2 ad asi ca ai o 
5 5 5 5 5 5 
e ace 450 00 4 a a 
5 5 5. 5. 5 5 5 


2” 


2.7) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que: 


PA 
22 


Xeval) À 


[it 4] 


Solução 


Somando membro a membro as duas equações, resulta. 


x «3 3] 
[3 3] 
e dai: 
a dar RE 
eU Sa] É 
2/33] |3 3 
22. 


Subtraindo membro a membro as duas equações, resulta 


[1 | 
de 


e daí: 


2.8) Sejam as matrizes À e B, de mesma ordem mxn. Demonstre que: 
(A + B)'=A!+B! 
Solução 
Sejam A=[a,J]men & B = [b; men: então: 
A! = [Cilnam onde Oi = a; 
B' = [B;Jh«m onde B;=b; 
Seja ArB=[c,]nxn onde c; = a; +bj; então: 


(A-B)! =[Yylum Onde y =C; 
Temos sucessivamente: 
At. Bt = [jlnam + [Bijlnum = [Ot + Bijlnam =[a;+bylnam = 


- [C,nwm = Dijlnam =(A+ By 
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2.9) 


210) 


Seja a matriz À, quadrada de ordem n. Demonstre que A + A! é simétrica. 
Solução 


Seja B=A+A! e demonstremos que B é simétrica, isto é, que B = B! (Veja 
o exercicio 1.13) 
De fato Bl=(A+rAmy=Al+(agI=Al+ADAaA+A!-B 


Uma matriz quadrada A = [a;).n diz-se anti-simétrica quando a; = -aj para 


todo , | sizneparatodo |, |5S|sn Observe que se À é anti-simetica 
A!t=-A e inversamente. 


Exemplo 
0,<a) bo 

Amatrz A=|êg O cl é anti-simétrica. 

-D -c O 
Note que os elementos que pertencem à diagonal principal são todos iguais 
a Zero, e que os elementos colocados simetricamente em relação à diagonal 
principal são opostos 
Deitermine 05 números reais a D.C x.y Ee Z para que a matriz 


“ag. de ca8 
A=|x-1 b 2y-4 
2. Eai C 


seja anti-simétrica. 

Solução 

Os elementos da diagonal principal devem ser iguais a zero: 
a=b=c=0 


Os elementos colocados simetricamente em relação à diagonal principal são 
cpostos: 


x—-1=—- 
= (53) 
d=-—(2y- 4) 
Então: x=-1,z=3ey=0. 
A malriz é; 
O 2 -3 
A=|-2 0 —4 
3 4 0 
Exercicios Propostos 
2.11) Sejam as matrizes: 
1-1 3 oO + 
As|2 5 —4 B=)7 11 0 
4 a SÊ 58 -3 4 
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Determine: 
a) a +B 


b) B-A 
2.12) Determine os números reais x e y sabendo-se que 
X x | Ô É) 
+ = ls 
Eve E E 
2.13) Sejam as matrizes: 
2] 


333 4 4 4 
A=|2 14 -31. BE=| 3 D 5 e C-|5 10 
Do Ma 8 9 -1 7 81 


a) Delermine a matriz A -BB — 2C. 
Db) Resolva a equação matricial: 


SIX +Aj=3IX+(2X+B)]+C 


2.14) Seja À uma matriz e sejam ce |) números reais. Demonstre que: 
(n+B)- AzacA + pa 


2.15) Determine as matrizes X e Y sabendo-se que: 


X+Y e , 2| 
34] 
xx! a 
ô 0. 


2.16) Xe Y são matrizes de ordem 3x 3. Determine-as sabendo-se que: 
H+2Y=Is 
ex —Y = Os 


2.17) Ae E são matrizes quadradas de mesma ordem, Demanstre que: 
trA + B)=tr(ã) +t(B) (veja o exercício 1.11) 


2.18) Sejam as matrizes À e «q um número real Demonstre que: 
(2A)'= a A! 
2.18) Sejam as matrizes À e B, de mesma ordem mx n. Demonstre que: 


tA-B!=A!-B! (use os exercicios 28 8 2.18) 


220) Seja a matriz À, quadrada de ordem n. Demonstre que A - A! é anli- 
simétrica. (veja o exercício 2.10.) 


2.3 - MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


Requisito para a existência do produto de matrizes 


Para que o produto de duas matrizes exista, exige-se que os fatores que são 
multiplicados sejam conformáveis para a multiplicação; isto significa que O 
primeiro fator deve possuir tantas colunas quantas são as linhas do segundo 
fator 

Assim, se À é uma matriz de ordem mx ne B é uma matriz de ordem p>k, o 
produto À - Bsó existe se n=p. Sen £p, a multiplicação de A por B não pode ser 
efetuada, isto é, o produto À - B não existe. 


Definição 
Sejam as matrizes Az=lajlnn e B=lbylp:. conformável para a 


multiplicação 
O produto de A por B, notado com À - B, é a matriz de ordem mx p, 


C = (Cixlm.p: para a qual o elemento cix, que se encontra em sua i-ésima linha e em 
sua k-êsima coluna, é obtido multiplicando-se os elementos da i-ésima linha de A 


pelos “correspondentes” elementos da k-ésima coluna de B e somando-se os 
“produtos parciais” assim obtido: 


Exemplos 


malinz & 


: à | hab! 
dm & Figos a Sá dx Pia to: 
res Pa . . 


1º) [a a» am” a )— 


o a = d 
da da Aga 24] b nito=t E 
Das Fra 
o são conformáveis 4x2 3x2 
/ 


4 
Cap — 334 Diz +32 :D2 +33 Dz + Aga Dao = Sabia 


Observe que, para obtermos o elemento ca2 da matriz produto, 
multiplicamos os elementos da 3º linha de A pelos “correspondentes” elementos da 
2º coluna de B, somando-se, então, Os produtos assim obtidos. 


3 4 2] 
391, 


k 2 4 
e B-l4 1 5l;então: 


2º) Sejam a-| 
[3 o» ts 


31 


C4=3-:1+4-4+2-3=25 02=3:2+4-1+2:0=10 c9=3-4+4:5+2: 
C1=3-1+9-:4+1-3=42 02=3:2+9:1+1:0=15 cao=34+9:5+1- 


a.B=a[25 10 34 
42 15 58| 


[31 212 1 [by by | [lan bi+ aba) (an bra+ aa b22)]. 
[227 222) (Do bz2] [| (abrazo ba) (azybio+aza D22) ] 


2 2 
> ab; Lab 
J= 


01 


1 1] [0 01 [1.041.414 1.0+114] [141 
A B= . =| = 
o 1) |1 1) j00m1 00014) |11 


Beepo UN À 0:1+0:0 01+0:0] To O| 
1 1]lo 1) [1.141.0 14+1.0] [1 2 | 


Re a 
4”) Sejam a-o | e B=- k 9] então: 


operação comutativa. 
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1 
1 4] 


24+1:3+(-1):2 1] [3] 


1 
A3]= = 
2 Pri 2[" [4] 


(A-B) c=[2i[-2 1] a Ro 31 x Ê | 
A Ê 


L 1(-2) 11) [021 


Agora, caiculemos À - (B- €) 


Ei 1(-2) 11] [-22 1 
B.C=|3|[-2 1)=|3(-2) 31|=|6 3 
2 2(-2) 21) |4 2 


2 
= =| - A-B)-C. 
0 2] B É e C=[-2 1]. Calculemos ( ) 


Observe que A-B4$4B-A, isto é a multiplicação de matrizes não é uma 


, E E jj 
2 4 4 
AB o-[o b: a Ss als 
- df 2 


24-34 4-8)+(-D(-4) 244134(-1:2] [6 3] 
“Toca -1-o+2(-4) 04+(-0:3+2:2] |-2 1] 


Observe que (À -B) C=A-(B-C) 


6º) Sejam À = RA i e a matriz identidade la “o h if então: 


ata-fo 0) [al+b0 a0+b1] da b na 
01] ici+dO c0+ds] je ad 

Ao a b| [ta+0c 1b+0d] fa bla 
cd) [Oartc Ob+id| [c al 


Observe que À -Iz=|2:ÃA=A 


7º) Sejam À = [a b] e a matriz nula O, = jo a | 
lc a) lo o 
AO = 02: A =0z 


Formalizando, então, a definição discutida acima: 


Sejam as matrizes À - [a ln € 8 = [Bop 
A matriz C=A-B é tal que: 


C = [Culmp Onde Cx = a, lá 


para todol Ixiam 
paraiodok, isksp 


ju1 


Um resumo para memorizar 


1 Po cd Bow E 
fri=n nx LESS 
COntorma veis a 
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bad 


pegas | 
E j 


PR - ja 
“feras am 18d. el e IP |- <— linha | 
ú À 


linha | — 


xercicios Propostos 


2.21) As matrizes A B Ce O são de ordem 2x3, 3x4, 1x3 e 2x1, 
respectivamente. Dê a ordem de cada matriz abaixo 


ajA-B 
b) CB 
o) D+(C-B) 
q 2 ne 
222) Sejam A- “|eB=|4 -3| determineA-B 
2 od 


E A 4 
223) Para as matrizes À - E ) | cB= p = determine A - B. 


E 3 ? q E A 
2.24) S sl Ba C= verifique que A-B=ÁÃ-C. 
pass [2 Á É ] e E E 
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-230 1 1 
2 25) o) Se A-[ 12 ida E ccCaltule À -B e B-A. 
+ ds 
2 4 -2| 
b)5e A= Er je 8- 4 1 3 | deteminea-BeB-a 
s 02 ar À 


1-1 
226) Se A= | á | | determine a matriz X talque: À X=la 


Propriedades da multiplicação de matrizes 


1º) A multiplicação de matrizes não é comutativa. 

Sejam as málrizes À e B Se o produto À - B existe, O produto B - À pode 
não exisur Por exemplo, se À é de ordem 5x2 e É é de odem 2x 3. existe À B, 
mas nacexiste B A (por quê?) 

Mas, atenção! Mesmo que existam à - Be B- À, pode-se ter ã BB -A 
iveja O 4º exemplo, acima). 

Emão, para as duas matrizes A e B quaisquer, é falso que necessariamente: 

A B=B-A 

Quando as matrizes A e B são tais que À - B=B - À, dizse que A e B 
comutam 

Qbserve que uma condição necessária para que as matrizes À e É comutem 
É que sejam quadradas & de mesma ordem. Por exemplo, as matrizes: 


à = ab [— l> = E: 
cd E. SE, 
comutam, pois À - |2=|I2- À (veja o 6º exemplo, acima). 


2º) & multiplicação de matrizes & associativa 
Sejam as mairizes: 


A = [Jun B = [Djcln=p e É = [Crrlpes 
(A-B) C=A-(B-C) | 


Da definição de mulkiplicação, temos: 


Então: 


Demonstração (cpcional) 


Aplicando novamente a definição para as matrizes à Be C; 
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A ê A o 
(amo) x [Esp ) “gr 
1 LF1 


k- dia 


Multiplicando o fator cw em cada parcela da soma entre parênteses. 
| p p ] 

+3 ge ab - Cr 
k=1 j=1 | Arisa 


pc É Dk exe] 


Dia 


(A-B)-C= 


Analogamente: 


A (B C) = 5 [É op 


ja e 


Mr 
e dai. 


dona [> abc | 


1 Aka * Jmag 


A ordem segundo à qual desenvolvemos as somatórias, numa soma de um 
número finito de parcelas, é arbikaria, então: 


o [n | nd ) 
z É 8,DCwr | = ê | z AD Ckr 
Ka [41 j jato Vli=1 


edaiatese (A: B):C-=A-(B-C) 


3º) A multiplicação de matrizes é distributiva em relação à adição 
Sejam as matrizes: 


A= [2 Iman- B = [xilnap e C= (Cujlnxp 
Então 
AMB+C=A-B+A-C 


Demonstração 
A-(B+C) = [Amen [Dk + Cklmp = 


“n 1 
«| A dk AD + Cia) | = 
Lk=1 


mp 


E x (ax by; + 2, Cyj) | E 


+Mizp 


3 2 tanDg) + E eienõ = 

ATnp 
5 dE 
hot 


=A-B+Ã-C 


«Ta 7 
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A propriedade anterior, desde que a conformabiidade esteja respeitada, 
também assume a forma 
(A+B):C=-A-C+B-C 
A demonstração é análoga à anterior (Veja exercicio 2.45) 


4º) Sejam as matrizes A = [a lmen € B=[Bylaçp € O número real a, então: 


lu A) B=atA-B) 


Demonstração 


(2 A) B=[a- ij Jiman Abjcln=p = 


| $ te né 
map dim Amp 


[a s sen] = wa EB) 
|. T=p 


5º) Mulliplicação pela matriz identidade 
Seja a matriz A = [a;lmen: então: 


AcIn=In A=AÃ 


Demonslremos que À : InS À. 
Sendo Ip =[5kln.m Onde da = O sejtke &k=15ej=k (veja pag 8), 
temos: 
e é 
A ln = [2 lmen “[8jk Inn - 2 (a,8x) 
iz 


Demonstração 


m=p 


= [fab + ada + agdak +... + ake +. + dinônk)jmm = 
=[lasac0O+az O+aa D+... tax 1+.. +aincOjmms= 
2 [anjman = À 

A demonstração da igualdade Im - À = À é análoga. 


6º) Multiplicação pela matriz nula 
Seja a matriz À, de ordem man, então: 


Opom * À = Opm 
A Ono = ÚOmen 


à demonstração É imediata. 
af 


Observações muito importantes 


1º) Sejam A e B matrizes conformáveis para a multiplicação: da igualdade 
À - B=0, não podemos concluir que A = 0 cuB=0 


Por exemplo: 
RR 


ooo o 00 
1 1 0l-]0 0 0|=]0 0 0 
-14 0/|1 49 0 oo 


Note que o produto das matrizes acima é matriz nula, mas nenhum dos 
fatores o é 


2”) Sejam as matrizes A B e C Respeitadas as condições de 
conformabihdade. da igualdade A- B=A-Couda igualdade B- A=C-A, não 


podemos concluir que B = C, mesmo que À 7 O. Para a multiplicação de matrizes 
não vale a lei do cancelamento. 


Par exemplo 
hã 


2 O 2 A à 
SeA=|)1 10], B=/11414| eC=[11 4 
-14 0] ar a Rs 
então: 
3 4 1] 
A-B=|2 3 21=A-C 
E, 


Observe quesetemA-B=A Ce BZ 


Exercícios Resolvidos 


2.2?) Mostre que para quaisquer a, b ce d reais, as matrizes: 


a-[2 j do ia | O 
-b a, p= 6; 
comutam. 
Solução 

ja bljc 0d [ac-bd ad+be 
A-B= = 

-b a) |-d c| -bc-ad —bd+as 
BA ca-db  cb+da 


“E od Pad 
-d c| |-b a] |-da-cb -b+ca 
Observe que A-B=B-A istoé,A e B comulam. 
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2 28) Se À é uma matriz quadrada, de ordem n. Define-se: 


a!=Ih seizso 
Alma 


AP*?=AP.A parapeN 


Note que da definição tem-se, por exemplo 

At=A-A 

AP=A-AZIA-A)-A 
A multiplicação de matrizes é uma operação associativa, o que nos permite 
escreve: 

AÍ=(ACAJPAZA(A-A) 
Na prálica, É comum escrever-se: 
AÍZAA-A 

notação que não gera ambiguidade, pois a associatividade da multiplicação 
permite que se determine A” calculando (À - A)- A ou A -(A-A), alternativas 


que nós conduzem a um mesmo resultado 
Analogamente, a associatividade da multiplicação permite-nos escrever. 


ai=AP.A 
AS=IA-AA) AZAC(A-A-A) 
e, na prática, sem que se tenha qualquer ambiguidade, escreve-se: 
A*SAA-AA 
As considerações anteriores permitem-nos concluir que para p, inteiro e 
p22, anotação AP indica um produto ce p fatores Iguais a À: 


AP=A.A AA 
p faiores 


Para as definições acima, resolva os problemas: 


DA 
a) Se A- | calcule A?, A? e A? 


IO al ” 
b) Dé todas as matrizes A | E o| que satisfazem Aº + A = 0. 


Solução 


a) Aº=-AA- si 2 pod 1 
E a SR 


uam E D+(-0:2] fo -3] 
(ima 1622 | |3 à 
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A? mata nlS E | -1 
E 
ADA 0(D+-3-2] [-3 -6 
343 a(-n+a2 |] [6 3. 


[e-D1M-6)1 (-D(-D+(-6)2] |- -9 
81434 G(-D+2.2 | [9 q, 


bj Calculemos inicialmente A? 


RE cipia NO al [0 a “Jo-0+ab O-a+a-0] 
(bol lo o||bosob basoo 


ab O 
O a 


a caza[ O] [0 a) [apDrob abas 1 [o ab 
o ab) |b O) [o0.abb Garab o) |? 0. 
Então 
a nd aa 
aco] À Ei aj | 0 abra 
aê CO] 480) jabab 0. 
E, sendo A + A =O, tem-se: 
jab+a=0 (D) 
lab? +b=o (D 


A equação O) pode ser escrita: afab + 1) = O e dai oblemos: 
a=0 cu ab=-1 
Paraa= 0 em OD) jWlem-se b= 0 e então a solução: 
ini o! 
o q 
Agora, observe que a equação ab = —1 não é satisfeita para a = O, então, 


supando a 7 0, tem-se b =! substituindo em D: 
a 


=0, 


equação que fica satisfeita paratodo a, a 4 0. 
Enião, a solução: 


A=| 4 jaeR* 


2 29) 


2.30) 


2.31) 


Uma matriz A, quadrada, diz-se involutiva quando A? = |. Uma matriz 
diagonal, de ordem 2, é involuliva, determine-a 


Solução 
Se À é diagonal! (veja a página 9) então À = k d e, se À é mvolutiva tem- 
se . , 
a pipa D| ja” O E dE 
A Em: 0 b 0 b = 3 - l> ne 0 4 
5 A Ob 


Então a?=1 e b?=1, e dal as soluções: 
10] [1 0] [+41 HR 0 
o n'lo -'lo 1) jo 4 


Sejam as matrizes A = [a,Jnen € B=(by)nxg- Demontre que: 


(A Bl=B Aa! 


Solução 
Temos 


t 
A = [Cilnem onde &j = 


B'=[Bloen onde Br =D 


n 
seja A-B= [Six mp onde Ci = > ta, “bjx) 
ja 


Então a matriz (À - Bj & de ordem p=m, e nela, 6 elemento cx ocupa à 
-êsima Coluna e a k-ésima linha. 

Por outro lado, a matrz B!. A! também é de ordem p= m, e o elemento que 
nela igualmente ocupa a i-ésima coluna e a k-ésima linha é dado por: 


Sc ? Cj) - 5 (bj “Bj)= É (a; Bj) = Ci 
um Ju pri 


Fica então demonstrada tese. 


Use o Método da Indução Matemática para demonstrar que: 


TE e fi . 
ja | “lo 1f paranehl 


Solução 
Teorema 1 


Paran=1a propriedade é válida. 
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2.32) 


dz 


Teorema 2 


Hipótese suponhamos que a propriedade é válida para n = k, isto é 


E di NÉ k] 
mó o a 
Tese: demonsiremos que a propriedade é valida paran=k+ 1, isto é 


o 1) o] 


Multiplicando-se, "à direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese 


[1 


pela matriz lo 


a 
: jabtemos: 
Lar atoa [44] 
= , 
oa) jo a) om] o 4] 
Utihzando a definição dada no exercício 22B ao primeiro membro da 
igualdade acima e efetuando a multiplicação do segundo membro, obtemos: 


a q [aro qak] 
01) [0+0 0+1 


Note que na passagem acima, onde multiplicamos ambos os membros da 


que é ajese., 


igualdade pela matriz 


E o que fizemos "a direita” no primeiro membro 


e também "á direita”, no segundo membro, Poderiamos multiplicar ambos os 
membros “a esquerda”, Mas. não poderiamos multiplicar um dos membros 


"à esquerda” e o outro “a direita”, pois a multiplicação de matrizes não é 
tomutativa. 


Seja À uma matriz quadrada. 


Uma matriz polinomial, na matriz A, é uma expressão da forma 


ao AP+a AP Ira aPoê+o  +ap-s Atapl 


onde aexz D<sizp 
é 

ParaÃ=/1 3 1], determine a matriz polinomial 
E 


2. Aº+3-.A+5-I 


2.33) 


2.34) 


Solução 


o 42 ta q Z 10 6 4 
pnº=sjt 3 14l.ji 3 1lelB 11 6 
Ro CR 9 8 10 
20 12 8 
2.Aº=|158 22 12 
1B 16 20) 
3 3 6, 
34A4=|3 93 
E Da: 
5 DO 
S.I=l0 5 DO 
Io O 5 
Então: 
28 15 18 
2.Aº.3.A+45[=|48 36 15 
30 19 28] 


Respeitada a coformabildade para as operações, se as mairizes A e E 
comutam demonstra que, 
(A+ B%)=A?+2AB+B? 
Solução 
(A+B?)=(A+B)-(A+B) 
a distrbutividade da muliplicação permite-nos escrever sucessivamente: 
(à + BS =A(A+B) + B(A + B) 
A+B-AA + AB + BA + BB 
A +rB=-AZAB + BA+B? 
Como, por hipótese Ae Bcomulam tem-se A B=B:-A edaiatese: 
(A + B)= A?+ZAB + Bê 
Observe que se À não comulam. (A + Bj 7 Aº + 2AB + Bº 


às matrizes A e B são quadradas e de mesma ordem n. Demonstra que' 
[A -(B+h]=B! A+A 
Solução 


(AB + In=(B+Hin)l d(ay = (pl+ In) A=(Bl+h)c AS 
=B! A+Ih A=ZBLA+A 
Note que para a matriz identidade tem-se [= 
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2.35) 


2.36) 


44 


a) Respeitada a conformabilidade para as matrizes A, B e €, demonstremos 
que 


(A-B-C)=C!- Bl A! 
b) A, matriz quadrada de ordem n, é simétrica, P é uma matriz de ordem 
mxn Demonstre que a matriz B=P!.A- Pé simétrica. 
Solução 
a) A propriedade associativa permite-nos escrever A-B-C=(A B)C. 
Então, aplicando o resultado do exercicio 2 30 obtemos: 
(AB CY=KA-B)-C]=C!-(A-B)'=C'. (Bl. Ab=C!- Bl A! 


b) Devemos demonstrar que B!= B; de fato, o item anterior permite-nos 
escrever. 


B'= (PA: Pjl= Pla (P= Pl A-P=B 
A é simétrica 


E q 
Seja a matriz J = | | 


a) Calcule J.J) J'e JP, parap>2,peZ. 


b) Toma-se |=(MIM =x-I2+y-J; (x,y) € E2) demonstre que | é estável 


para a multiplicação, isto é, que o produto de dois elementos (matrizes) 
de | tambem é elemento |. 


c) A multiplicação comutativa em 1? 
Solução 
1 4h 22 44 
a) P=JJ= - =2. =2.J 
ess )h Je a)=2[1 4] 
JS=2.)J=(2:))-J=2-P=2:(2-))=22.) 
S=).J=(22.9).J=22.92=22.(2.9)=2º.3 


As igualdades acima "sugerem" que JP = 2P-1.3: vamos provar esse 
resultado usando o Método da Indução Matemática. 


Teorema 1 
O resultado vale para p = 2 (veja acima). 
Teorema 2 


Hipótese suponhamos que o resultado é válido para p = k, isto é: 


Na co 
Tese demonstremos que o resultado é válido para p = k + 1, isto é: 
pes ah 


Multiplicando-se, à direita, ambos os membros da hipótese, pela matriz J: 


st. J=(2""-):] 

gr+1 — hi a J? 

JH = gt (2-9) 

gt? = (2 q 2) E J 

Jo? =29h. 4 queéatese 


b) Consideremos as matrizes Mie M2 de | demonstremos que M1 - Mze 1 
sejam 
+ 


Mz=x2:|2 + y2ºd, (x2: y2) e 2? 


mola + ya, be; y1) e 4? 


Então: 
My Ma= (e lady d)c Queria yz e J)= (xico) (xe [2] + 


+be la tyo Der de bt) (yz Jj= xx ta? + 


+myzlao dryixe deloryiya JP=mxo lar xiyeo Jtyix deyiyzo 2)= 
XX lo +(Myo + Y4X> + 2V4V2)] 


=x b+y-) (KyeR 
DaiM1-M2 e | 
c) Calculamos Ma : Mi, qbtemos analogamente: 
M> M=Xlazy cj 


isto é, Ma Mi =Mi- M> e a multiplicação é comutativa em | 


Observação: em | nós nos utilizamos da seguinte propriedade 
Sejam as matrizes A = [a;]man: B = [Dylnp 2 08 números reais «e 3. então: 


fe AJ-(B-B)=(m- B)o(A-B) 


(2 -A)-(R-B)= Lx Bin di Dik Inxp a 


De fato, 


Em ; 
£ (ua, Bb) 


Amap 
a ; 
= 3 apta, by) a (af)-(A-B) 
Pi mep 
Exercicios Propostos 
237) Sejam as matrizes A=[a,)a,2. B=[b,]oxz tais que a=i-j+2 e by=2i+|-i. 


Seja A-B-= [Cjla,a: detemine caz e cia. 
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238) Resolva a equação matricial; 

Pe A AR E |! SET TT 0 
= + « 

[E q 441 -2 O 0 1 


2.39) Determine x x e K, sabendo-se que: 


3X + 


GA rege ed EX 
O 414 01)-/9 | O |=I 
12 1 x 4x SEM 


Ê | at 
2.40) Se as Rambss a 2| e [a b| comutam, qual a relação que “liga' a, b, CE 
[3 0). je d) 
d? 
241) Mostre que: 
dA fo vcor fo ad 
O 1 0/=|[-11 41) =/0 0 1/=I1 
Do do oo) " -—1 ef 


242) Demonstre que uma matriz A, quadrada, é involutiva se, e somente se 
(I-A)-(1[+A)=O. (Veja o exercício 2.29.) 


2.43) Use o Método da indução Matemática para demonstrar que: 


cost sent)” [ cos(nB) sen(nsy 
—seny cost| |-sentnô) cos(no) 


1 
2.dd) Paraa matriz A=|2 verifique que: A?-4:A-5-|3=03. 
2 


vam 
MN, 


2.45) Sejam as matrizes A = [a;)nwn B=[DiJnxn € É = [GijJnxp: DEMONStro que: 


(A+B)-C-A-C+B-C 


246) Ae EB são matrizes quadradas de ordem n. Demonstre que: 
trtã-B)=tíB-A) 


2.47) Use o Método da Indução Matemática para demonstrar que, respeitada à 
conformabilidade: 


da Ba Anos Ani Ano Aboao Aly Ab Ay neZenz2 
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2.48) Utilize a definição dada no exercício 2.28 e demonstre, usando Método da 
Indução Matemática, que, para matriz quadrada A: 


API =AP.AI] (peNeqeN) 
tuse o método para o inteiro p.) 


2.49) Ae Bcomutam Demonstra que 
A?- Bê=(A-BI-(A+B) 


2.50) As matrizes A e B são simátricas Mostre que, 
a) Al é simétrica. 
bj) A? é simétrica 
c) Se Ae B comuiam, então À - B é simélrica. 


2.51) Se 4 e B são matrizes quadradas tais que à B=-B- A dizemos queÃãe kB 
são anticomutativas. 


4 41 E 
Mostre que as matrizes. À | e B | á a são anticomutalivas e 


[O ai 


que (A+BR=A?+ Bê 


2.52) A, Be C são matrizes quadradas de ordem n Se a matriz C é anfi-simétrca, 
demonstre que: 
tal B+a Ci=B. 4-3 € 


12 4 2 
é ; 5 9 5 S 
ú rizes À = e B= 
z 53) Sejam as matrizes 2 4 3 4 
LS A E dB 


Designa-se com lo conjunto das matrizes do tipo a A+ bB (a: bj x? 


a) Verifique que A =A e B2=B. 
b) Calçule À -BeB-A 
c) Mostre queseM, ec 1 eMze | entao hM, Ma. 


2.4 — À MATRIZ INVERSA 


Completaremos. agora, o estudo das operações entre matrizes, 
apresentando a inversão de uma malriz quadrada, 


Definições 


No conjunto dos números reais, para todo a ? O existe o número b. 
denominado inverso de a, que satifaz a condição: 


a-b=b-a=1 


E É 1 : 
É usual indicarmos o inverso de a pora”" ou —; então. 
a 
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Analogamente. coloca-se c problema seguinte” dada uma matriz quadrada 
A, existe uma outra matriz B. conformável com A para a multiplicação, que satisfaz 


a condição. 
A-B=B:A=] 
onde | é a matriz identidade de ordem apropriada? 
Se essa matriz existe diremos que é uma matriz inversa de À, e será 
representada com A”. 


Então, a definição 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n. À matriz guadrada B, de ordem 
n, diz-se uma inversa da matriz A, se e somente se: 


A-BzBb-A= 


A matriz quadrada A denomina-se não singular se e somente se À possui 
uma inversa Se A não possui uma inversa, A denomina-se singular. Diz-se 
também que, se a matriz quadrada À possui uma inversa, À é invertivel, se À não 
possui uma inversa, À não é invertivel. 


Exemplo 
1 204 
Sejam as matizes A =|) ã e B=|3 1 || então. 
a 2 A 
O 
| 2 10 
A-B = 
Ee 55 Ra !2 


E 2. E 
1 2] fio 
B.A= = = 
Eca h || Ê | lz 
2 9 - 


Observe que À - B=B-A=liz então B é uma inversade A ou A é 
invertivel, ou À não é singilar. 


Teorema 


"Se a matriz À é invertivel, então é única a matriz B tal que: 
A-B=B-A=I, 
isto é, se À possui uma inversa, essa inversa é única.” 


Demonstração 


Admilámos que exista uma matriz H tal que: 
A H=H.A=I 
Então. 
H=I-H=(B-A) H=B-(A- Hj=B-I=B, 
o que demonsira nossa lese. 
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Observações 


Dada uma matrz quadrada A, invertivel, de ordem n. a única matriz, a: 


quadrada de ardem n, tal que: 


AA DATAS 


é a matriz inversa de & 


Note que À e A”! comutam e que: 


Exercicios Resolvidos 


2.54) Seja a matriz À = É | Determine A”!, se existir 


2.55) 


Solução 


2 b 
Suponhamos que exista A”! sua ordem é 2x 2. Então A & k É | 


ara à | [a db). 2 11 0| 
E ly cd O 4) 
2Z.a+1.c 2-b+19.d M o 
Marte tb+td] jo 1 
Dai: 


Za+c=1 2b+d=0] a=1, b=-1 
a+c=0 bs d=1] c=-4 d=2 


Devemos verificar a condição A A => 


ata ef! 7] a Nas SA tan Tr 07. 
-1 2 


= = [ 
11) [poa Ea) LO 1) * 
initi Ro E] 
Então, definitivamente, ainversade A é À” = 1 É 


e. 
Seja a matriz A = | a | Determine A”, se existir 


Solução 


a bl 
Suponhamos que exista AT!,A! = É ' | Então: 


ag 


N all 1] E a! | 
O oO je d E 
ta+10 Tbstdl f4 0] 
Bag ob+0-d|” jo 1] 


Peg 


impossivel 


Não existe &”!, então a matriz À é singular, ou, ainda, é não inverivel. 


12 41 
2.58) Sejaamalriz 4=)0 1 -2|. Determine A”! se existir. 
1 4 +41 


Solução 


Suponhamos que exista A”! sua ordem 3x3. Então: 


a becl 
ATesld et 
om 
[12 4]Tfa be E ES 
AAl=|0 14 -2|-|de tl==|[0 10 
a RD E O 004 
-a+2d+9 -b+2e+h -c+2f+i) [10 0 
O-d-2g U-e-zh O+f-2 |=/0 10 
a+dd-g Db+de-h c+4f-i) |O 0/4) 
Dai: 
api 
-a+20+9=1 12 
d-dg=0, d-. 
asd4d-g=0 À 
ET 
o bocê 
-“D+Ze+h=0 2 
e-2h=1 ,<s /2-0 
b+de-h= 0] 1 
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-c+2f+i=0 - 
f-2=0, e (== 
CA st-iel i 
de 
12 
Então, 
ator ais SEO) 
2 2 12 
1 1 
Ate) = 0 =L 
6 [= 
DL. a E 
12 24 


pois também A”! - A = Ia(o que deve ser verificado!) 


Observe que para invertemos uma matriz À, de ordem n, pelo processo 
exposto acima, devemos resolver n sistemas, cada um deles com n 


equações e n incágnitas É exaustiva! 
Hã outros métodos para a inversão de matrizes cada um deles com suas 
vantagens e desvantagens. No capítulo 5 posterior apresentaremos um dos 


metodos mais conhecidos. 


Exercicios Propostos 


2.57) Para cada matriz abaixo, determine A”, se existir: 


- - - cn 
Ae E pia secã gh ELE : 
é 3 Ago seco 1 z 
2.58) Seja À d] Us | Verifique que AÍ aa: 
[4 —1] Ee 
259) Se A” [5 | determine que A. 
2.60) Para cada matriz abaixo, determine A””, se existir: 
ER E A AS E SB 8 
a) ã=/1 0 0 bjá=|0 23 eJA=ID 4 4d 
001 5 51] 00 0) 
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2 61) Determine a malriz inversa da matriz quadrada de ordem n: 


dB E ças 
010 Õ 
I=|0 0 1. 0 
0 0 001 


à equação matricial A: X=B. Teorema 


Seja A uma matriz mvertivel respeitada a conformabilidade, vale a 
equivalência: 
AX=Besx=at.B 


Demonstração 


Se A é invertivel, existe A”, então, multipliçando-se por A”, “à esquerda”, 
ambos os mernbros da equação À - X = É, oblemos sucessivamente: 
ATA M=A?.B 
ATA X=IAT.B 
|-X=A1.8B 
Xx=a1.B 


Então, A X=Box=at.B D 


Inversamente, para X= A". B aequação à X=B ficasatisfeita: 
A-X=Aa-(alBy=(A-A!-B=|-B=8 
Então, X=A! B=>A-X=B () 


De (1) e (1) vem z tese AX=BSX=A!.B 


Exercícios Resolvidos 


| 2411 12 = 
2.62) Sejam as matrizes A | | e B “a 5 | Resolva a equação matricial. 
A-X=B 
Solução 


(veja o exercicio 2,54). 


1 
A matriz À é invertível e A” | Ê 


oa 


x=at ima [ O E Ê 2] [tios d2s(-n4' 
1 2/13 4] (-0:1+2:3 (-1)2+2.4, 


Exercicios Propostos 


pe 
1 


4 
2.63) Sejam as matrizes À = [ o| e B= 


: 
á | Resolva a equação matricial: 


ArX=B 


cosa sena [cosza! , 
| ep B=1 | Resolva a equação 


:.64)] Sejam as malrizes À = 
-sena cosa | [senZa ] 


matricial à -X=B 


2.65) Seja À uma matriz inverivel, suponha respelada a conformabilidade, e 
demonstre que 
X-A=BoX=B: A! 
266) A Be C€ são matrizes quadradas de ordem n, inveriveis Resolva as 
equações malricials: 
a) A-kX-B=C 
b) a:.X+B8=C 
co (A-X!=B 
d) (A +X)=B 
esta-xri=B 


Teorema 


Sejam À e B matrizes quadradas de ordem n, invertiveis, então À - Bé 


invertivel e; 
(AByt=Bl.Aa! 


Demonstração 
Temos: 
(ABIT AD=A(B BA I=A In ASA A tn 
(BU -AD-(A-B)=BI-(A A) B=B1.h:-B=B! Bs 


Das duas igualdades acima concluímos que À - B é invertivel & sua inversa 
era 


E 


Bs 


Teorema 


Seja A uma malrz quadrada de ordem n, invertivel, então 


Demonstração 
Temos. 
AA =SAT Az 
Então, tomando as transpostas das matrizes iguais acima: 
(ACATy=(A Aja 
(A CAS (AS Aj= 
(ari «al=a!. (Ay =In 
A definição de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equação 
acima, que (A! = (Ay 


Teorema 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n, invertivel € w um número real não 
nulo, então; 


Demonstração 


Temos: 


AA =". Az 


Dai, (a ap( > As (Laço az] 
EX [4 


A cefinção de inversa de uma matriz possibilita escrever, da equação 


acima, que (e AJ = a 
o 


Exercicios Resolvidos 


2.867) Definição 


Uma matriz quadrada, não singular, diz-se ortogonal quando ATT = AL 


cos -senb. 


é ortogonal. 
send cos0 


a) Verifique que a matriz À | 


b) Se as malrizes, não singulares, À e B, são ortogonais então À - B é 
matriz ortegonar 


c) Se a matriz, invertivel, À ortogona!, então a matriz A”! é ortogonal. 
há 


à 68) 


280) 


2.70) 


Solução 


"cost sent] 


'cos0 -seng| 
e 
(-Sent) cosb | 


então A = 
senb cosg | 


a) Se A= 


cosê senô| 
E -| .centaçAT = Ale A é uma matriz ortogonal 


-senD cosf 


b) Se A e E são ortogonais: A! = Ale B'! = B! Devemos venficar que 
(à - ByÍ=(A-Byistoé que À-Be crogona! de fato: 


A Byl=g1 al=Blal=ta-By 
c) Temos A” = Alseja A = M, Devemos venficar que MT! = M!, de fato, 
MO! = o -A= (AM! - (ac! - Ma! 


A e ortogonal 


às malrzes quadradas A B e EC são invertiveis Respeitada a 
conformnabiidade. demonstre que: 
AB Cr=C" pa? 


Solução 


à propriedade associativa permite-nos escrever À B-C-=(A- B)-C 
Então, aplicando o Teorema da página 53, obtemos: 


(A-B-Cr'=NA-B)-Cyl=C/(A-Bl=C qeta=c. pla? 


Para as matrizes A BeC, simplifique: 
C-B-A(C!.B-A-(et.cr'.B 
Solução 


Temos sucessivamente: 
-BI.a(atBl.c)-(C.B)-B 
É BIA A Bo Cr) B-B 
-B7.1-:8.1-B-B 

-(8"".B)-B 

“Bº.1-B 

(BB 

I 


090000000 
E 


A e Bsãomatrizestais que A-B=A e B-A=B Verifique que 
a) Br A! = A! 
b) A!-B'=B! 
co) A=B=| se Aéngosinguiar 
Solução 

Co al> pl-al 
a) B-A (a. B) A 

hipotese 
b) At B=(B-AjJ'-=E! 
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271) 


2.72) 


2783) 


26 


e) Multipicando por A”?, "à esquerda”, ambos os membros da igualdade 
à B=A tem-se 


AT (A Bj=AT-A 
(ATA) B=] 
|: B=I 
B=| 
Se B=|,na igualdade B A=B, obtemos A =, 
Ae B são invertiveis e comutam. Verifique que A” e B” também comutam. 
Solução 
Se Ae B comutam, tem-se A- B=-B- À 


A. psp 
Devemos demonstrar que A”! e B! comutam, isto é que A! -B =B“-A 
De falo, 


A -Bi=(B.ayi=(A By! =87. A? 
& e B comulam 
Se A é não singuiar cA B=A-C entãoB=C. 
Solução 
Se A é não singular, existe A”! Multiplicande-se por A”! ambos os membros 
da equação à -B=A- C, obtemos sucessivamente. 


AT (A-B)=ATGA-C) 
(ATA) B=4A1-A) O 
|-B=1-C 
B=C 
Se A éinvertivele A? -3:A+2-1=0, verifique que: 


AM A AA 


3 2 
Solução 


“sclando” a matriz | no membro da equação matricial acima: 


E RR RR Ra 
2 2 


Multiplicando-se, agora, ambos os membros da equação por A", obtemos: 


je! 52254) «AT 


2 
PD a? jaoe(5 A) A 
2 a 

= ORAS E a 1 
AN a AAA JA A 
At=ns (A xs | 

z 1 3 
E ns aid Sd 


2.74) Asmatrizes | + Ae 1-Asão invertíveis. Verifique que se B=[L+AJ-(|= Ar? 


então Bl=(t= Apt. q + AS. 

Solução 

B'=((1+A) (= ADTT=[ ATP +At=(6-AD-(+A)!= 
=(uo ab (tr ag= (ANT (+ A 


2.75) A matriz quadrada À é invertivel. Para p e N*, demonstre que: 


2.78) 


Solução 


Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática 


Teorema 1 


Parap= 1a propriedade é válida. 


Teorema 2 

Hipótese: suponhamos que a proprisdade é válida para p= k, isto é: 
(ay = (am 

Tese. demynsiremos que a propriedade é válida para p= k + Toisto é: 


eia = a 


Multiplicando-se, “a direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese 
pela matriz AT': 
(Ay «A = (Aq jk 4 AT 
ASA SAS 
(aM* Ri = [E 1 


Suponhamos que B=P-!.A-P Mostre que BT=P7-AM.P param en. 
Solução 
Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática. 


Tenrema 1 


Param=1apropredadeéválida B=PT-A-P. 


Teorema Z 


Hipótese: suponhamos que a propriedade é valida para m=k, isto é: 
Br = p N Ar “P 


of 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida param =k + 1, isto é 
gr*1 e po «ah+1 -P 


Muliplicando-se, “à direita”, ambos os membros da igualdade da hipótese 
pela matriz É: 

B'-B=(P!-at-P)-B Jos 

Bl =(piat.poçpl.a-p 

Bret = (pr! AM (P-PO-A-P 

Br =pl.pt.peAP 

Br =pi.st.a.P 

= pa AO a 


Exercícios Propostos 


PT OD | 
277) Se A=|2 3 4 |,verfique que pote (aê 2a 4d) 
1 0 =2 


278) à é uma matriz não singular Se À é simétnca então A! é siméirica. 
Demonstre! 


279) ParaasmatiizesA, Be Q temse: B=Q-A-Q”. verfique SsA=07-B-Q 


2.80) A e B são matrizes invertiveis, dadas. Determine a matriz X: 
A=B+(I-B- A) X 


281) Para as matrizes Pe Qverifique que se Pl +Q"=lentãoP+Q=P-Q. 
2 82) Teorema: Mostre que uma mairiz 2x 2: 

a bh 

cd 


éinverivelsee somenteses=zad-bçzl. 
Se 4 4 0, verifique que: 
A PR d -b 
Fa! 


-c a. 


Observe que n Teorema acima dá um método simples que permite inverter. 
de forma rápida, qualquer matriz de crdem 2 « 2, À, não sinquiar. 
Para se obter a sua inversa A”, procede-se da seguinte forma: 


y itrocam-se os sinais Cos elementos b e c. 
ii) irocam-se as posições dos elementos a e d. 


it) mulliplica-se a matnz resultante por - , onde A =ad- be. 


5B 


283) Sea Be A+ E são inverifveis, assuma que (4! + Bj! é invertive! Então, 
verifique que: 


al rpiri=a-(a+r+BS-B 


2 84) A matriz quadrada K E anti-simétrica Se as matrizes 1+Ke1-K são 
invertiveis, a matriz B, definida por. 
B=(1+K) de Kyr 
é ortogonal, 


2.65) No conjunto das matrizes de ordem 2 x 2, sejam as matrizes do tipo: 


[la cl 


dos E Ep cem ard=-1 e ad-bç=-2 


Considere o conjunto: 
l=(MIM=a Arg pre E?) 


aj Verifique que A? = -A + 2] e deduza que Bo = 


elemento de 1? 
b) Demonstre que o produto de dois elementos de | à também de |. 
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Exercícios Suplementares 


x+y 4 -2" [5 4 -2 
a 2z 3 3 2 8 
11 Sejam a matrizes À = e B= 
Õ do x—y DO 4 +1 
0-6 o z-to 41 -6 3 1, 


Se A!=B! detemme x y, zet 


3 —4 ; 
t2) Sejaa matriz A |; Ê | Determine a matriz X, sabendo-se que: 


2:X-3:A+l2=02 


[2 1 0] E o 2] 
13) Sejam as dl e | e =[6 | Determine as matrizes 
HeY, de ordem 2x3, tais que: ê 
2: K=-Y=A 
X+3:Y=B 
bc -bê a 
14) Se AÃ= , então A? = O, Verifique! 
cº be 


[11] 
151 — Determmne todas as malrizes que comutam com a matriz À “lo o| 


1.6) Para cada número real a associa-se a matriz: 


cosa -sena 


º* Isena cosa 


Verifique que Ta Th= Ta+p € Tx = Ti 


1.7) As matrizes quadradas de ordem n, A e B, comutam. Demonstre que: 
a) (A-BjffzA?-2AB+ EB 
b) (A-B)(A*+AB+B9)=Aº-Bº 


8) A é uma matriz quadrada. Verfique que: 


a) amatriz 5 = - (A + A! é simétrica. 


b) a matriz K - A -ASé anti-simétrica. 


c) Deduza então que toda a matriz quadrada pode ser expressa como a 
soma de uma matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica 


eU 


1.9) 


110) 


.11) 


1.12) 


1:13) 


114) 


115) 


1.16) 


117) 


1.18) 


Sejam À e B matrizes quadradas de ordem n, não nulas, tais que À - B= O, 
dizemos então que Ae B são divisores de zero. 
Mostre que as matrizes: 


E -1 3 5º 
Azl14 4 5|e Be/1 -3 -5 
1-3 -4 13 5 


são divisores de zero. 


Seja A uma matriz quadrada, Se Aº = A, então dizemos que A é 
idempotente 
Mostre que as matrizes À e B do exercício anterior são idempolentes. 


à matriz quadrada € é idempotente e não nula. Vernfique as matrizes € e 
C—-I são divisores de zero. 


1 


Se a matriz À é involutiva mostre que 5 -- +AjetT= 2 (| - À) são 


matrizes idempolentes. Verifique então que SS: T= O. 
4, B e C são matrizes de ordem nx nais que; 
A=B+C, C?=Q e B'C=C'B. 
Mostre que para p pen”, tem-se: 
API =BP-[B+(p+1)-C) 


Deiermine os reals x, y, Z para que a mairiz 


pa E GD” 
| 
E 

x y Fa 


seja ortogonal 
Existe alguma matriz invartivel A, tal que Bº=0? 


A, Be C são matrizes de ordem nxn, invertiveis. Determine a matriz X: 
A-(BT-M=CI-A 
à e B são matrizes quadrada deordem n é A é invertiver Verifique que: 


(A+rB)-A-(A-B)=/A-B)- A-A+ B) 


Sejam À1, àz, Àa, ..., An-1, An matrizes de ardem nn, invertiveis. Utilize o 
Método da indução Matemática pará demonstrar que: 


tha Ago AS... An-1 An EA e AE Reims «Aa . At, “A, 
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113) Xe X> são matrizes de ordem 2x2. Determine-as: 


2 ai 4 32 
x X= 
k di DE À 7 à] 
E a E: 
0 tá 3] x, [2 1 
3 Z [1 1 40 11. 


120) Considere o conjunto | de todas as matrizes quadradas de ordem 2 da 
forma: 
1 o 
À = 
[o 


Ônde v e Rº. 
a; Mostre que dois elementos de | A é Ap comulam se e somente se a = f. 
b) Verifique que A, Ag +Ap-A, (2-5. he 
x 
c) Calcule Ar. 


-pi2 
d) Verifique que (Au + Anj? =- E ta 
à 


1an 
e) Mostre que paran e Nº: (An + Ap = (=1)" ja=pro . 


Ta. 
ih k 


8 Verifique que (A + Azul = -. la. 
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PARTE || 


Capítuto 3 — Cálculo de determinantes 
Capitulo 4 — Propriedades dos determinantes 


Capítulo 5 — Outros temas importantes 


Capitulo | | 
3 Cálculo 
de determinantes 


3.1 — DEFINIÇÕES 


Aqui, vamos descrever como se associa a uma matriz quadrada de ordem n, 
A = [3;] um número que se denomina determinante de À. 

Historicamente, os determinantes surgiram no século XVII, com os estudos 
sobre a resolução de um sistema de equações lineares. 

Fara uma matriz quadrada À, há um caminho preciso para se calcular O seu 
determinante: 


19 Se À & uma matriz quadrada de ordem 1: 


A = [an] 


q seu determinante e as. 
O determinante de À & notado com det À; então: 


det À = det [aj] = as: 


Exemeplo: det [4] = 4 


2") Se À é uma matriz quadrada de ordem 2: 


Alê 242 | 
(82 dra 


O seu determinante é aq" as2 — ar ada. 


5 a ” a a a a 
Para substituir a notação det a! 12 ih te, 


na 
do, dga] 


| usa-se a notação 
21 Bas | 


qual se utilizam barras verticais “cercando” os elementos de A. 


Então: 


Mm a 
detA=| * Cl-a aaa 


do, Asa 


Observe então que det À é q produto dos elementos da diagonal principal de 
à menos o produto dos slementos da diagonal secundária de A. 
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Exemplo: 
" / 


a Ms 
=1:4-2:3=-2 
pad 
(2) 


3º) Se A é uma matriz quadrada de ordem 3: 
ad, dj 43 
A=|a2, az dos 
da, d2 das) 
o seu determinante é: 


di1d22ãa3 + dAjaazias2 + as2ãz3a34 — Assão2a31 — ajjazaaa2 — aj2aziass 


Então: 


dm à dia 


à àm axm|zay apa tag 


8218 tada 33 - dg ao 234 Asa Agp Aço day da 
da dy day 


A igualdade acima pode ser memorizada com auxilio de uma regra bastante 


prática, denominada Regra de Sarrus; os produtos são obtidos conforme Indica o 
esquema: 


a, dad, à 


13 nm Ar as 
do do S2 dz, d22 82 
dp dio Mi] “ai a) 334] (aj, dz, Aa [31 Ba CP 
An Bo an hD Cia aan 
E 2, 232 a, à 2x. 


Exemplo 


1:2:2+3:4:1+(-1)-0-3-3:2-(-1)-1:3:1-2:0-4=18 
“Eita Ay 003 

“422 GB 

dês or e! 
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Exercícios Resolvidos 


x 
sa se 
3.1) a 


3 
2| = R calcule OD = 


Zei - 
5 5 


3 
pena Zx-12 =8 edaix= 10. 


Solução 


Da igualdade ; 


Ix+1 —1| nr 


o das 6)” |5 6] 


1 ee- (5) = 71 


32) Sejaamatriz A all à Determine x,x e X, para que; detlÃ-x-) =D. 


4 BA x O 
Bad | ha | a 4-x. 
l-x 21. 
O 4x] 


Solução 


12 
A-xol= —x- 
Temos x E 7 x 


Então detlã — x - |) = | 1-xM(1-4)=0. Dai x=1oux=a4. 


x 14 1 
2 x -2=0 
011 


3.3) Resolva a equação: 


Solução 


Temos; 
x 1-1 


2 x D=xx1+)2:1+0-1(2)-(51)-x:0>x:(=2)-1>1:1-2=0 
bo q 


Dai: xº+2x-4=0 e então, V= [-1+48;-1- 45] 


Exercícios Propostos 


3.4) Calcule os determinantes: 


-1 4 jcos a -—sena 
a) b) 

-5 2 jsenc cosa 
) Isena —cosal a) ga 1 

|senp cosp! — tga 
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3.5) Resolva as equações: 


RR e xe Tp 08% 0 ggxsn 
x 2x-3 2 cosx sen | 
a 2 sen x 4 sen x 1 
Cc) g ho d) =0 
2 seníx senx | 1 cos x 
36) Delermine 0,0 e R para que a equação em x: 
Ix-cos6 cos" B—1 =0 
| 1 x— cos A 
admita raizes reais. 
3.7) Calcule os determinantes: 
A 1 0 0 -2 1 
ajjz -1 0 bj|0 2Z0 ci|2 1 = 
ne dy 2 a E 2 2 
7 =? | Z -3 - 
d9/1 2 —- ej|-1 -5 3 
22 2| RR 
3.8) Calcule: : Ê 
1 dp 243 
aj det |3 b) det Quses cjdet| O azz dz 
l o Q das. 
a bl 
sa) Se A = | e detã = 3, calcule: 
e q! 
a) del(2A) bj detã!) c) del(Ão!) 
3.10) Verifique det(Ã - Bj)= det À - det B para as matrizes: 
4 -23 RT Bo -2 
A=|-2 3 1 a B=|3 2 5 
E de amo a 
3.11) Resolva as equações: 
1 3 x | x —4 
aJjá 5 —1=0 bj 2 -1 31]=0 
2 -1 5 x+10 1 1 
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3.12) Resolva as inequações: 


x 3x 
4 2x 


a) <14 


3.2 - MENOR E COFATOR 


Definição 


2 x42 -1 
b) |1 1 -2)>0 
5 —3 x 


Seja A uma matriz quadrada, de ordem n, n > 2, e seja aij um elemento 
qualquer de À O determinante da matriz de ordem n — 1, obtida de A suprimindo- 
se sua |-êsima linha e sua j-ésima coluna chama-se menor do elemento ai, e 


indica-se-o com Mi. 


Exemplos 
1 20 
1º) Seja amatriz A=|3 -1 2|: 
i 23 
TOGO 
3 -12 
2 3 
1 20 
3 —1 2 
1 213 
10 
3 E 2 
ME. 2.43 
”, 
2º) Seja a matriz A aR | 
3 4 
| A 
3 4) 
42 
3 4 


-1 2 
Mi = E ) =-7 

2| 

M = =0 
a 
no 

M : =2 
32 = 3 2 
Miz = |3/=3 
Ma: = |2|=2 
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Definição 


Seja A uma matriz quadrada de ordem n, n> 2, e seja aj um elemento 


qualquer de À. O número: 
Aj= (LM, 


chama-se cofator do elemento ay. 


Exemplos 


de AY 
Sejaamatiz Az=|4á 5 6 
02 


1 E 

MD Mao = (PE Mag = (202 |ren= 
02 + E 

Moo a = 

44 5 6 Aa = E ) ide Mas = (=1**" E 2 4 os: (=1)-(=7) =? 
24 

128 od 

4 5 6 Am = Ma (on | pri 
02 4 es 


3.3 — DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE 
Vimos até aqui a definição de determinantes para matrizes quadradas de 
ordem 1,2 e 3. 


Agora, a partir do conceito de cofator, definiremos determinante para uma 
matriz de ordem n, qualquer. 


Saja À uma matriz quadrada de ardem n. Defini-se: 
Paran=1:A=[an] e detAc|a,|=24; 
Paran>2: 


dm BM da e Bm 


a E] | PR | a a “e d 
ES 21 22 dg nZ e detÃ= 21 22 23 nz 


Mn nz 23 àm. dn1 2n2 àn3 -- ànn 


A=an Antas Astas Ant. tam And a Ag 


70 


Entao, o determinante de uma matriz quadrada de ordem n. n>2 2 é a soma 
dos produtos dos elementos da primera linha da matnz pelos respecivos 
cofalores 


Exemplos 


las Ba! 


12] =amm Antas Ai 


[d21 2 
Es 11. 122. = 
=am (—1) |az2| + asz: (—1) ER = 
= grmaz2 — ajçazi 
dq dz 3 
2º) jaz, az aoaj-arm Ar traz Arztaig ÁiIS 
day da Esa 
| 
122 Ea 
faz “3a 
= awazaãaa — gigazaos — dseaziãao + adaizaadza + adiaridaz — digdgias; 


ua. 


= a. 


a a a ja a 


às, aa] las, Em 


Mote que o resultado acima coincide com aquele da definição dada 
anteriormente (Regra de Sarrus), 


RCE: 
RR RE 
3º) 3 9 E) 4 =2"A+(-3) Ago +2 Ag +65 A = 
| 1 = = 
E o Sp 2 
2-9" |2 2 1|-(canrêla 2 1)- 
1 =3 4 1-3 1 
Em É dos 4 
+ (-nda 2 1)+50-)43 2 Zu 
| E, 11 -3 
=2(14)+3(-A7)H24-5)-5-(18)=1 
E "o 
E fo a 
do ps Da arg 
30 111 
ER 
-2 An=2:(-9P|a o d=20-0 
41 1/1 


El 


Exercícios Própostos 


313) Usando a definição dada anteriormente, calcule as determinantes das 


malrizes: 
o De AS [3 2 44 
gi 37-10 b) -1 2 à 
» 4 4 «o O ep im q 
Sa À Pi RE 
3-1 0 q 
a 2 mB O 
a 4 15 


3.14) Calcule os determinantes: 


a) bj det Is 


voDoDOOs 
QoSoocao 
ong o 
2oo0coo 
tt DOG 


3.15) Seja a matriz quadrada A = (ajJax4 dada por. 


24 31 
ne Sd a 
2 Erg À 
o mw 1 


a) Use a definição calcule det A, 
b) Caltule: aÃ + agrÃo + aarÃyA + garÃaa 
c) Calcule. ajvÃm + arroz + asso + arg os 


3.9 —- TEOREMA DE LAPLACE 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n,n 22. O seu determinante 


é 
a soma dos produtos dos elementos de uma fila (linha ou coluna) qualquer 


pelos respectivos cofatores, 


À demonstração é mais complexa que instrutiva; não a faremos, 
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Observações 


1º) Para a matriz A = [3] podemos escrever: 


n 


n 
detA= 5 a Ago >, %g Aq 


= 1 j=1 
paratodo p isp=nepartodoq. i<=qen 


231 à escolha da linha (ou coluna) para um cálculo de um determinante deve 
ser adequada a fia escolhida deve ser aquela que possua mais zeros Para cada 
zero da fila escolhida corresponde um cofator que não precisa ser caleuiado, 


Exemplos 


1º) Consideremos a matriz À = ; 


4 


a Mt tw 
La] 
MI ta Po ty 


Utilizando a segunda linha do Teorema de Laplace 
detA=aziÃo + azzÃo + azzÃãos + azaÃoa 
det À = D.A, + Siga + O Asa + azs os 

a —— ——— 


TETO Zerú 


Nole que a escolha feita leva-nos ao calculo de apenas 2 cofatores, se 
utilizássemos a 1º Imha, deveriamos calcular 4 cofalores. 


2º) Vamos calcular o determinante: 


1 2 -3 4 
-4 2 13 
D = 
3 00 -& 
2 0 2/3 


Escolhas apropriadas para o desenvolvimento são a 3º Inha ou a 2º coluna. 
Utilizando, então, a 3” Inha 


1 2-3 4 
e A 
D=|5 0 0 -9/CPurfsitds Pao tdas fas Ras Aga a 
2 [RB ? é) zero zero 
= (=1p".a:|2 à + (19 t(-3) |-4 > 1 
O -2 3 > 028 


fã 


Agora, utilizamos a 1º coluna para desenvolver o determinante. 


2 -3 & 
2 4 3 
o -23 
(9a | AÊ ; + (-P't.2 lho : = 129 + (-1y2(-1) = 20 


Analogamente, utilizando a 3º linha, calculamos: 


1 2 —3 
—-4 2 41 
2 0 —2 


2 
=) 1+3. e 
(=1) b 


E 
ABI. [o = 128 + 14(=23510=4 
E, Ga 2 | ) + 1-2) 
Então D= 13:20 + (=1y(-3r(-4) = 48 


Uma aplicação do Teorema de Laplace — Matriz triangular 


Seja a matriz quadrada de ordem nº À = [a;lhun 


Se an= D quandoi>j, A denomina-se matriz triangular superior. 
Então: 


BBi2 da in 
Bo 
D az da e Az 
A=|D Nam an 
-, 


dnvrhndtrisdkndtbban na Pas 0441 nto 


000 Na 


Observe que os elementos de A que estão “abaixo” da diagonal principal 
SãO Iguais a Zero. 


Analogamente, se aj = O quando i < j, A denomina-se matriz triangular 


inferior: 
pu DD .. DB 
Nf 
az Ez Dr caso O 
A=|a; ana... 0 


Am nz dna ace mm. 


Se A é uma matriz iangular, o seu determinante é o produto dos elementos 
da diagonal principal, isto se verifica desenvolvendo o determinante de À através 


da 1º linha. se ela for triangular superior, e, através da 1º coluna, se ela for 
triangular inferior: 
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Note que a mairz Giagonal de ordem nº 


a O 

| da 

A =| O o 
o | 


é lnanguiar (veja item 1.8) 
Em particular, a matriz identidade de ardem n, ln, 
diagonal, é também triangular. Tem-se: 


100 


Então, para a matriz identidade de ordem nº 


01 


delIn=det|/0 O 41 


oca 


Exercicios Propostos 


3.18) Calcule os determinantes: 


a) 


c) 


3 


Do O lt aim 


3.17) Calcule os determinantes 


a) 


D 


F, 
Q 


-1 0 O 1 
O O O b 0 
4 -1 5 Q 
, 2 8 2 
O 20 O 
O 02 1 
d 
2 3 0 E, 
O 13 3 
a 1 0 E] 
b —-1 1 b) Q 
co Q 
d 1 D as 


| 


+ NOgsoac aah 


Soa 


t 
| detAÃ=a44' dop- 233. Ang = TT 


n 


1 


que é uma matriz 
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3.18) Calcule os determinantes: 


200000 
da ed 2 70006 
vo Pd 29 Ea o Quo 

4968200 
ES aa a 89820 
e a 974301 


3.19) Verifique que: 


dq do» O 


ja, a | 

nº dy " 

ja a =| dp 0 0 1 y 
2 22| x, x, 1 3 


3.20) Dé uma matriz quadrada de ordem 3 cujo determinante é igual a: 
c a b a b 

- + b 

E x x O 


X A = 


- a. 
co Xá 


3.21) Seja À uma matriz inanguiar superior, A! & uma matriz triangular? 


3.22) Ae B, de mesma ordem. são matrizes triangulares superiores. Verifique que 
&:' B é malriz tnanguiar supenor. 


3.23) Calcule o determinante da matnz de ordem n: 


oc Ega UU 
OQ 010 0 
oa 0) 


3.24) Seja a matriz de ordem n; 


et 0 DO 


ão BS 

a tt 0 00. 0 0 

O a -t O oo 
AÁ=I0 0 a = O O 
Doo O Ds O 

O 0 DO cod = 


Verifique que detã =(=19". (" —ajazas ... an). 
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Capitulo 


Propriedades 
dos determinantes 


4.1 — DETERMINANTE DA MATRIZ TRANSPOSTA 


a 


> Propriedade P1 


Seja a matriz quadrada A, de ordem n; então: 


detA! = detA 


Demonstração 


Vamos nos utilizar do Método da Indução Matemática sobre n: 


Teorema 1 


Para n = 1a propriedade é imediata. 
Teorema 2 


Hipótese: suponhamos que para matrizes de ordem n = p- 1 a propriedade 
é válida. 


Tese: demonstremos que a propriedade é válida paran =p 
Sejam então as matrizes: 


dj diz 3 ap Da Diz bia Di 
az, à22 a23 a2p bo; bz2 Das Dap 

fm | RR 
A=|a3 as a33 asp | e A=|by, ba bas bap 
pr dp2 Spa “pp bos Doz Dos --bpp 


fpara todo 1sjsp 


onde db; s-: a; E E 
jparatodo | 1sjsp 


Desenvolvendo det A e det A! através da 1º linha: 
detA=ajm An + aizÃ;p + aizÃso +... + asp Ãro 
det A!=b,Bym + bi2:Biz + bi3Bi3 +... + bypBip (1) 


Rá 


Da definição de matriz lransposta: 
bm =am, biz= az, bia = am,.., bip = apt 
e, pela hipótese do Tecrema 2, 


Bm = Ai, Bio = Agi, Bia= Ag, 


 Bir = Ap4 (observe que são determinantes 
de matrizes de ordem p- 1). 


Agora, substituindo em (1): 


detâl=amn-Antazxm Antas Ant... + apr Apr= det À 
(desenvolvimento atraves da 1º coluna) 


Observações 


1º) A imponância da propriedade acima reside no fato de que as 
propriedades dos determinantes que são válidas para as linhas de uma matriz, 
também o são para as suas colunas. Então, se uma propriedade é demonstrada 


para as linhas, poderemos poupar a demonsiração para as colunas, & 
reciprocamente. 


2º) Atenção: Por comodidade de linguagem diremos, às vezes, “a linha, a 
coluna, ... do determinante D". Quando isto se der. fica estabelecido que se fixou 
uma matriz quadrada cujo determinante é D e a linha, a coluna, ... a que nos 
referimos, são da matriz ixada. 


Exemplas 


a bl. 


[a cl 
cs] 


1º) det et b a| 


ad 


e OR CR» 
edet|4 1 O|=oet|3 1 
Ec AR 0 o 


4.2 - TROCA DE FILAS 


” Propriedade FZ 


Seja a matriz quadrada À de ordem n,n 22, 
Se uma matriz B é obtida de A, “trocando-se” nesta as posições de duas 


quaisquer linhas (ou colunas), tem-se: 
det B=- det À 


Demonstração 


Vamos nos utilizar do Metódo da Indução Matemática sobre n, fazendo a 
“troca” de duas imhas: 
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Teorema 1 


Demonstremos a propriedade paran= 2. 


a as. 
Seja À = pi | então del A = am: az — a12- az. 


dp, dra, 


“Trocando-se” as posições das duas linhas 


Os sd 
E = [a2, do 
dq diz, 


.edaidetB=as:ar—az" am=-(amn azar asj=-det À 


Tecrema 2 


Hipótese: suponhamos que para matrizes de ordem n= p - 1 a propriedade 
é válida, isto é numa matnz À, de ordem p — 1, trocam-se as posições de duas 
tinhas obtendo-se a matriz Be, então detB=-— det À 


Tese: demonsiremos que a propriedade é válida para n = p. isto é numa 
matriz À, de ordem p. trocam-se as posições de duas linhas obtendo-se a matriz B. 
e então det B= det A. 


Sejam as matrizes A=la;oen é B, que se obtêm de À 'trocando-se” nesta 
as posições de duas linhas. 


Em A e em B seja i à ordem de uma linha diferente das duas que forem 
trocadas, então: 


n n 
det A E 2; A e detB= a a; 8, 
= 1=1 
Cada cofator Bj. associado a uma matriz de ordem p — 1. é oblido do cofator 
êij trocando-se” neste as posições de duas linhas por hipótese do Teorema 2: 
Bj =-— Ai 
Então: 


n n 
detB=5 a (-Ajj=-5 a,-Aj=-detA 
j=1 j=1 
A demonstração é análoga se em À fizéssimos a troca de duas colunas. 


Exemplos 
a b c b'a 
19 IX y =-|2 Yy X 
par lrapr 
t E — E 
4 da Es ER ay as da Ta 


2º =- a 
) Cy Ca Ea Es aÃ d, da Ca a 
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4.3 - FILAS IGUAIS 
Elementos correspatidentes 


Seja a matriz À, de ordem mxn. Dadas duas de suas inhas, Um elemento 


de uma delas e um elemento de outra dizem-se correspondentes se pertencem à 
mesma coluna. 


Por exemplo, na matriz: 


os elementos 0, 4, -1e a da 2º linha são os respectivos correspandentes dos 
elementos 5,7,9 e0 da 2º linha. 


Diremos que numa matriz A linhas, de ordens diferentes, são iguais se 05 
elementos correspondentes nessa linhas são iguais. 
Por exemplo, na matriz: 


es 1º e Yinhas são iguais. 


Analogamente definimos elementos correspondentes em colunas & colunas 
iguais para uma matriz, por exemplo, na matriz: 


os elementos 1, 5 e 3 da 1º coluna são os respectivos correspondentes dos 
elementos 3,4 e 7 da 2º coluna; observe que as 1º e 3º colunas são Iguais. 


” Propriedade Pã 


Seja a matriz quadrada A, de ardem n, né 2. 


Se à possui duas linhas (ou colunas) iguais tem-se: 
detã =0 


Demonstração 


Em A=[a;lh.n Suponhamos que a iésima e k-êsima linhas sejam iguais, 
isto é 


aj= ar, paratodo jIsjsn 


“Trocando-se”, então as posições dessas duas linhas, obtém-se a matriz 8, 
tal que: 


detB = —detA D 
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Mas. como as duas linhas “trocadas” são iguais, tem-se: 
det B= det À (TD) 


De €) e ÚD conclu-se que: 
det A =- det & 


edaidetÃ=Q. 
A demonstração é análoga se em À tivemos duas Colunas iguais 


a ia 13 12 
x 7 x=0,|1 3 12)=0 
a 4a XY z 


4.4 — FILA NULA 
Definição 
Seja à matriz À de ordem mxn, 
Uma fila de À (linha ou coluna) diz-se nula quando os elementos que a 


constituem são todos iguais a zero, 
For exemplo, na matriz: 


13 TA 
A=|0 0 0 0 
xy ca 
a 2º Inha é nula 


” Propriedade Pá 


Seja a matriz quadrada À, de ordem n. 


Seja À possui uma fila (linha qu coluna) nula, então: 
detÃ=0 


Demonstração 


Desenvolvendo o determinante de À através da fila nula, tem-se a tese. 


Exemplos 
1 Do dê 
jo a. 2 x 0 100 
B 4. 37 0 doi] 
4 y 0 200 
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4.5 — MULTIPLICAÇÃO DE UMA FILA POR UMA CONSTANTE 
Definição 


Seja a matriz À de ordem mx=n. 

"Multiplicar urna fila (linha ou coluna) por um número k” & multiplicar todos 05 
elementos que a constituem por k. 

Por exemplo, na matriz: 


Momo x 
OI cd a] E 


se mulkpficarmos a 3º linha por 5, obtemos a matriz: 


o aa) 

À Br GF 
“log 25 5 
0 f 2 


” Propriedade P5 


Seja a matriz quadrada À, de ordem n, 
Seja B a matriz obtida de A multiplicando-se nesta uma linha (bu coluna) 


pelo número k, então: 


detB=k- detA 


Demonstração 


Sejam. então, as matrizes: 


O dz dig cc» Em Sm dj Sig am Sin 

dai az fas an do do dog A 
E e Berenice 

dn aj aa dim ka; Kaio k E ka 

mM 2n2 2530 am | Bm dz dna dm. 


Observe que a matriz B foi obtida da matriz A multiplicando-se nesta a 
-ésima linha (| sis nm) pelo número k. 

Note também que os colatores dos elementos da iésima linha e B são 
iguais aos cofatores dos elementos correspondentes da i-ésima linha de À. 

Então, desenvolvendo o determinante de E através de sua i-ésima linha; 

detB=karÃn + kapÃo + kagÃg +... + KanÃin = 


= k[asÃn + a Ãiz + asÃig+. + girâin])= ko det A 


Ba 


Para a multiplicação de uma coluna de A por um número, a demonstração é 
análoga. 


Exemplos 
21 4 114 4 
ms 3 -gd=2.|3 à de 
4 4 ? 2 4 ? 
Res g 
2 “ern nv dénga 1 q 4 4 4 q 
=2/3 39 -g9=2.3/1 1 -3 
al4 T la go? 
“Jem evidência” 
ad cl lka kb ke) la kb 
eN kid e fl=ld e fl=|d Ke fl= 
g hi g hi g kh 
a kk c a Kb c 
= fed ke ki le e += 
o ir à g kh i 
3º) Sejam as matrizes: 
a be 
A=id e fle BE-=k-ÁA, comkek. 
gs fi 


Então, 
ka kb kc| |ka kb ko 
detB=det(k Aj=det|kd ke kf|=|kd ke kfl= 
kg kh ki] |kg kh ki 


[| 
=k k-k-o kº - get A 
q 


+ Dor 
— 
3] 


4.58 - FILAS PROPORCIONAIS 
Definição 


Seja à matriz A de ordem man. 


Diremos que duas linhas (ou colunas) de À são proporcionais quando os 
elementos de uma delas são nrdenadamente iguais aos produtos dos elementos 
correspondentes da outra por mesmo número k. 


B3 


Por exemplo, na matriz: 


E | 
Aslz y z1 
2 4 6 8| 


a 1º linha e a 9 linha são proporcionais Note que os elementos da 3º Inha são 
ordenadamente iguais aos elemenlos correspondentes da 1º linha multiplicados por 2. 


” Propriedade PB 


Seja a matriz quadrada A, de ordem n. 
Se à possui duas linhas (ou duas colunas) proporcionais, então: 
detÃ=O0 


Demonstração 


Seja a matriz Aslan é Suponhamos que, nela, as i-êsima € résima 


linhas são proporcionais. 
a;=k: aj paratodoj, Isj<n 


Então: 
Ds dp aa So. Bm do ds dn 
do, dz2 Epa E2n dzy dz Jos dn 
linhai— [91 diz 28. an a kam kara kara kam Ro 
linha r— dm dz dra den d4 ara ds * Am - 
dn dpz Boa dn. dm dno dna apn 
[am Mo am Bm 
d21 az Paga —- dz 
o. an da as &rn E 
dq Bro da Am 
RErh dnz ng Inn. 


A demonslração quando em A duas colunas são proporcionais é análoga 
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Exemplo 


1 
det| 2 
3 


Dm od mM 


a 
b|=0 pois 1º e 2º colunas são proporcionais. 
E 


Exercícios Resolvidos 


41) 


42) 


Ep da a 
Considere a matriz A=|b, b; ba || comdetÃ=-—A4 
Co 6. 
Determine 
às Ag a a do a; 
a) det A! d) Di= |b; bz b; c3Dz=|b, by ba 
Ca Co 6 Ze, Ze; 2e5) 
Solução 


a) A propriedade ) dá-nos: det A!= det A = -4. 


ay az BP3|n az as 
bj) DXy= bs Do b; =—Iby b> byj=-detã=-(—4)=A 
Ca Ca 1&4 & Ca Es 


lrocam-sel 
as posições 


a, à alÊ ja, a, as 
Cc) Dz = b, [o by =2. ba, ba b; =2-detÃ =2: f-d) =-B. 
204 2G> 204 & Co Es 


a) Seja a matriz quadrada A, de ordem n, k é um real 


Então, 
detik: Aj= k?- det A 
1 2 4d 
b) Sejaamalriz A=|-1 2 3 
7 DD 1 


Calcule: dettS- A) e 5 - det A. 
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Solução 


a) Seja a matriz: 


dq Bo ds e Sm 
do, Boo dya don 
A=|a3 daz Byg 23n 
[dm nz ng Arm 
Então: 
kam ka Kas .. kam 
Kaos Kaga Kagza .. kaan 
Kan kana Kang - Kan 


Aplicando a propriedade E "n vezes”, nas n linhas da matriz k- A 


Sm dz a e» Em 
day Soa SB +» on 
cettk -Aj= kkk..k-k. [234 dy By  agn[j=8"-detA 
“n vezes" 
am na na e nn. 
bj) Temos: 
1 72 4 
detÃ=)-1 -2 3=98 
A O 
Então: 


de45-Aj=5"- deta=125-98= 12250 
5-detA=5-9B = 490 


4.3) FPrave que: 
a b G a Ti 

a” pé cl=li bp pb? 
vc ca ab 4 ç” q 
Solução 

a b sc 
Na mabiiz la? p? q? » mulliplicando-se a 1º coluna por a, a 2” coluna par 

bc ca ab 


be a3 coluna par c, o seu delerminante fica multiplicado por abc, então 


Bo 


1 > be 
a b” q? ass a” cg CÍ é a* b? c'l= 
abc a oa | ADE 
be ca ab abe abc aba 1 14 1 
a 22 19 | 2º à? 1 aº q 
bb? p' J=-ltb bl=| bp? 
cc 4 10º c? 1 c* e 
Auocom-sef se) 
às posições as posições 


4.4) Sejaamatriz A=[a;), a matriz B é obtida de A, multiplicando-se, nesta, 


cada elemento ay por ol ae Rº. Demonstra que del E = det A. 


Solução 
e RR 
dz, doa dos — an 
Se Po = ds das daa n.. dn entao: 
im nz 2a dnn 
"4 2 1-3 t=-n F 
21 ico (RS Zn 
2-1 2-2 2-a 2-n 
a A io los E 
B= 3-1 a-z 3-3 d=r 
un Ag so 2 "ass Zan |O 
n—1 = n=3 =" 
G dmg E np E “Ena “ dan 
tan clas 2a a” am 
: -1 2 =n 
Ud 1.az2 los Alan 
ca o da LU das 1 a33 fas Ei 
e ga li Ena am . 
Em B, multialicando-se a 2º coluna por «, a 3º coluna por q? ..., a n-ésima 


coluna por «|, tem-se: 


87 


1 aa z 
det B= z = Ed “Bs PÉ “Bsz a “aa «x Zan o 
Er - Pã 2 E 
si a | n=1 
aa ao aa O an 
a dz da din 
2 n-1 |dz, doo doa Han 
E Am! di 
k RA | das dz d33 Esn |= 
Fx td CL 
Ant nz ana Ban 


4.5) A matriz quadrada A, de ordem n, é anti-simétrica Se n é impar, calcule det À 


Solução 

Se A é uma matriz anti-siméirica: 
Al=-A 

Então, det A! = dei (-A), 


Usando a propriedade (| E o exercicio 4 2a, podemos escrever. 


detA=(-1)"- det A 
Se n É impar: 


det A =- det À 
2-detÃ=OD 
det A =0O 


Exercícios Propostos 


4.6) 
a be 2q 2h 2i 
Seld e fi=2,calculecid e fl. 
g hi a be 


47) Determine o valor de m sabendo-se que: 
a*d  Jabc 3ac 1 43 
-2abd bic bbel-mabícla-2 2 1 
-acd dbe? -gç? + = 4 


515) 


4.8) Mostre que: 
a, ao as 1 1 1 


q bs bá — a,a4D| aasD; a,89Ds 
aa,as 
E, Ca € 286, Sã dae 
4.9) Prove que: 
z 
10 py fa E 
16 vj=/1 8 p? 
Tr cb 1 y y 
4 10) Verifique: 
babe O 1 1 1 
aõesb 1 0 É b? 
bc0O a Mc oa 
cb ao q pé a? q 


4.11) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, n 2 2, determine det A sabendo-se 


que 2-detAÃ=det(2': A). 


4 12) Calcule, sem desenvolver, o determinante da matriz: 
xº - yê Xx+Y x 
x-Yy 1 1 
X—y do 0% 


4.13) Resolva a equação: 
[E 1 x 
x x 1 = O 


x -x x2-1 4201 


4.7 — ADIÇÃO DE DETERMINANTES 


” Propriedade P7 
Sejam as matrizes quadradas de ordem n: 


dq da &3 - à 
dz, do 22 Bam 
[E [o Bret pa e 
ba Do bo = by | — linhai 
am dna dna nn 
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dq By Ba e» dn 


do) d2zz za e Az 
= - , . 
Cy Cio : Cia ei Cn — linha 
Am na âna Enn | 
811 Ea da En 
821 doa das ee aan 
Da + Ci Dio + Co Dia + Cia Din +Cin | — linha | 
Em Ena Ena .. nn 


Observe que as matrizes B e C são idênticas exceto na i-ésima linha, à 
matriz A é indêntica a Be C exceto na sua i-ésima linha, que é obtida somanda-se 
as i-ésimas linhas de Be C, isto é somando-se os elementos correspondentes nas 
i-êsimas linhas de Be € Então: 


det A = det B+ det C 


Demonstração 


Os cofatores dos elementos ay da i-ésima linha da matriz À são às mesmos 


cofatores dos correspondentes elementos, bi e q, das i-ésimas linhas das matrizes 
Be C islo é; 


Aq =B,=Cilisjan) 
Desenvolvendo o determinante da matriz À através de sua i-ésima linha: 


det A =(bs+cniyrÃa + (ba+cizrÃz+iDa+écarÃa +. + (ba + Coyân= 
=(brAn + bzAz + DbyAs +. + bnAm) + tenÃN + coro + crÁs 
+. + GrAin) = (birBn + 02B2> + baBa +... + Din Bin) + (CrCa + 
crliz + sl +... + Cnlun)=detB + detC 


À propriedade também é válida para colunas: 


dm By Ba e Dy+Og . am 
2» dsz 323 Da; + Ca «Bon 
231 Asa das e Dajt0s) &an|= 
am nz Aga Dn + Conj o Bia 
f 
coluna j 
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am B2 ds Dj am) JM A ds = GG - am 


321 dop Apa bojo. don) jãzs Azz Poa o Co — Am 
| 
=|ds51 daz ERK! ... Da; Eb Zan = ds az day su. Ea] .- Ban|Z 
Am dn Ara -- bjl-- Bon) [dm Anz Ana ce Cojo e Em 
ss lo 
coluna | coluna | 
Exemplos 
a+k: y Z| lã Yo zZ| |X yo z 
(la, t+tx, to mb=|ja, t m+rix, bm 
a+x; no) lay n oc) |xy n o 


x y z xy Zz| |Xx y zZ 
e“ jaçtx, aq+rXx, ay+txs|=|a, à asj+|X, X Xs 
t m n to mn tmn 


Exercicios Resolvidos 


4.14) 
a 1 3Ja+2 
Calcule: |b 2? 3b+4 
3 Ic+B 
dolução 
a 1 3a+2 a 1 Ja a 1 469 
b 2 3b+r4)= |b 2 36H+|)b 2 4/=0+40=0 
e as Su: a 3c Cc 3 6 
“proporgonaa” “propormenais” 


4.15) Calcule, sem desenvolver os determinantes. a soma: 
a b c|iltaZb Pe 
S=|"1 3 5|+[1 -3 -5 
2d Ze 2t |d e f 


Solução 


la b cl |Za 2b Ze 
S=|-1 3 5|+|1 -3 JO 
2d Ze 2 ld e f 


Ed] 


ja Ob cl a b c 
=2|-13 5+2:|1 -3 S|j= 
d e fl de? 
a be la b SE? a b (6) 
-2--1 3 9+|1 -3 5/.=2/-1+1 3+(-3) 58+(-S]= 
de tild e f d e f 


4.16) Calcule, sem desenvolver os determinantes, a soma: 
4 32 a 4 à 4] |5 -12 3 
S=|[? 4 39+|]5 14 -G+|3 0 
2 6» 6 |l2 8 6] já 0 6 


Solução 
4 3 4 |4 3 4) |5 -12 3 67 
S= 1 3415 14 +43 0 B= 
2 8 6 |2 8 6] |4 O 6 


( 4 3 4 5 -12 3 
=7+5 -1+1 3-3+|3 0 Bl= 
o 8 (a) 4 0 6 


43 4 |5 -12 26% 
=/12 O Ol+|3 O B|=" 
2 86 | O E 
q 34/15 3 4 

1 

€ 2:0 0)+|-12 :0 a? 
2 8 6) |3 :8 6 

(ai 3 4 83 dE) 

=/12-12 0 Q+)0 O 0]=0 


j2+3 Ba 586 


Exercicios Propostos 


x 14 2%x+3 
Y 3 2y+9]=0 
Zz 5 22+15 


4.17) Venfique que 
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atdliabalo ba 
418) Verifique que b 2 el+i2 4 6|+|3 6 1]=0 
c-aã fllidefllIfeãd 
a bc a b+2c Je 
419) Se ld e fl=-2, calculeild e+2! 
g hi q h+2 di 
ab É abel la 4 g 
420) Se |3 5 7|=10,calcule:|2 4 B+|b 6 h 
Hi 3 g h illo Bi 


421) Resolva a equação: 


1 ê | O 1 2 a O 
| 2 BO = 2. 4 
2 o wsax xt42x 1) pé x x 4 
o 2 o dio 2 04 
a-b 1a a 1 
422) a) Vernfique que: b-c 1 bl=|b 1 
c-a tc E: 
ta a” a“+bed 
1 b b? bº+cda 
bj) Verifique que: = 
E cí c' + dab 
1d df dºrabe 


423] Seja o conjunto de matrizes do tipo: 
; HS 
e h|, Ixijsp 


q 
Cc fi 


J 


Demonstre que: 
/ N 


p 
3a, 
(J=1 , 


det 


2 [y 
=p?.> (det A) 
]=1 


424) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Verifique com um exemplo 
que det (À + Bjz det À + del B. 
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4.25) Sejam as matrizes, 


AE Sd, Sa 


á 
8 E bp 
o) sa. 


ba, bDaz, 


Se deA + Bj = det À + det B, demonstre que: 
BM 2 |, [Bm nd 
às do) [bo ao 


4.6 — TEOREMA DE CAUCHY 


” Propriedade PB 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n,n > 2. 

& soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou colunas 
ardenadamente, pelos cofatores dos elementos correspondentes de 
[qualquer outra linha (ou coluna), & igual a Zero. 


Demonstração 


Seja, então, a matriz: 


ETR RE 
da, dos Boa ... don 
Eae dor Spz Spa -- Ipnlo linha p 
q dqz Ag = nl. linha q 
An4 ano Egá -. Amn 


Em A, substituimos a q-ésima linha pela p-ésima linha obtemos a matriz: 


dq da dig - By 
dm Pzo à Hon 
B=/21 &pz 9,3 — pl linhap 
ba = apk, |[SkSN 
Spi 2pz Poa - Epp |— linhag 
Eni Bnz dna Sam. 


. 


Observe que os fatores dos elementos da q-ésima linha de B são 


ordenadamente iguais aos cofatores dos correspondentes elementos da q-ésima 
linha de A: 


Bai - Agr, Bgz = Aga, Bgs = Ag3, ' Ban = Agn 
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Desenvolvendo o determinante da matriz B através dos elementos da 
g-ésima linha: 


det B = by Bai + ba2-Bgz + baaBgs +... + bon Bqn 
det B=aprÃq1 + apzÀg2 + apsÃos +... + apr Ágn 


Note que det B = O, pois duas de suas linhas são iguais (P3). Então: 
aprÃg + apro + apa Ãga +... + aprÃgrS O 


A demonstração é análoga se considerássemos as colunas de À. 


Exemplo 


Seja a matriz: À = 


Vamos somar os produtos dos elementos da 1º coluna pelos cofatores dos 
correspondentes elementos da 2º coluna: 


s=ai dijz + aztÃzo + aarÃao 


2 4 1 7 
Ba st)? =—1; Aga = (-493t2 =-9: 
de=) É 22 = (—1) Ra 
q: 
=(-1 drZ =1ã3 
Asz = (—1) PA | 
s=1:(-1) + 2:019) + 3:(13)=0 
Observação 


Seja a matriz quadrada A = [25], de ordem n. Tem-se, então. 


(detA, se p=q 


e 
io 
2 T |O sepzq 


Ou, tem-se ainda: 


a detA, se p=q 
A Mp “Aja E 
i=1 


O se p=q 


Observe, então, que se em Á escolhermos uma linha (ou coluna) e 
somarmos os produtos de seus elementos pelos respectivos cofatores (p = q) 
obteremos det A —- É o Teorema de Laplace, se somanmos os produtos de seus 
elementos, ordenadamente, pelos cofatores dos correspondentes elementos de 
outra tinha (ou outra coluna) obteremos zero - é o Teorema de Cauchy 
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Exemplo 


* 3974 5 
Aro 2 
Consid triz À = 
onsidere a matriz 3 3 2 4 
1 [=3 -! 


Os cofatores dos elementos da 3º coluna são: 
Az =—5, Azs=13, Aza=-—1, Ag3=0 


Somando-se os produtos dos elementos da 3º coluna pelos respectivos 
cofatores: 


4 
Day Ag=83 Atas Asa taga Asa + dg Ag = 
ar 


=24-5) + 1413) + 2-1) + (-3M0)=1=detA 


Somando-se os produtos dos elementos da 1º coluna pelos cofatores dos 
correspondentes elementos da 3º coluna: 


4 
DancAn=a Ag tag Aos tas Das tas Ãgo = 
1=1 


=2(-5) + 1(13) + 3(-1) + 140)=0 


4.9 - ADIÇÃO DE FILAS 


Definição 
“Adicionar fou somar) uma linha a outra fou uma coluna a outra)” em uma 
matriz A, significa adicionar os elementos de uma delas ordenadamente aos 


elementos correspondentes da quira. 
Por exemplo a matriz: 


adicionando-se a 2º coluna à 4º coluna, obtemos a matriz: 
[234 5+3 
B=|0 4 7 2+4 
a Sd! CE 2a 


Combinação linear de filas 
Seja A uma matriz quadrada de ordem n: 
A = [aijlhun 


Ela 


Nela, consideremos k quaisquer de suas linhas (ou colunas), & designamos 
com 4 Co. (3... (x as ordens dessas linhas: 


1 aja Ms Sm 


aa Ba dig aía | linha “+ 

ay di dl AF an «— linha '2 
E. 

a! 3! a! 3 a! 3 a! 22 «— linha a 

da a, da &t pa — linha ix 

am nz hs dan 


O conjunto de números (x1, X2, X3,... , Xn) é uma combinação linear das k 
inhas consideradas quando: 

*4= Cd + Co: aí +Cg Ala ++ Cy AÍ ja 

X2)=€C, df +Co:a!,2 +Cy df + +Cç at 

Xy =Cy af, +Cocal oa +Cgeaf, ++ Cy aja 


Hr = Eq dig +Cy-disa +Eg:&f 4a + + Cp Alm 
Exemplo 
5 40 mM 
SejaamatrizÃ=|-1 4 5], de vrdem 3x3 
4 T 2 


Nela, consideramos as 1º e 3º linhas; o conjunto de números: 
tv =25 + 34d=22 
x=21 + 3T=723 


K3 = ce + Y2=12 
“multiplicador” “multiplicador” 
da 1º linha da 3º linha 


é uma combinação linear das 1º e 3º linhas, 
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De forma análoga podemos tratar combinação linear para k colunas de uma 
matriz, assim, na matriz: 


5 
A=|-1 4 
Eai 7 2 


consideremos as 2? é 3º colunas; o conjunto de números: 
W=551+ 1:3=8 
y=5d + 1:5=25 
y3 = 57 + 12=97 


“multiplicador” “multiplicador” 
da 2" linha da 3º linha 


é uma combinação linear das 2* e 3º colunas. 


Definição 
Seja À uma matriz quadrada de ordem n: 
A = [a nan 


Consideremos uma combinação finear de k linhas de A: 
PD, X2, X3, .... Xny 
Se substituimos a i-ésima linha de A (distinta das k consideradas na 
combinação linear): 
dit, diz, di3, ... dn 
ordenadamente, pelas somas 
antx, aztx aa txs,.., ain + Kn 
diremos que “se adicionou à i-ésima linha uma combinação linear das outras 


linhas”. 
De forma análoga definiremos “adição à j-ésima coluna de A de uma 
combinação linear das colunas”. 


Exemplos 


1º) Seja a matriz À = 


th há 
Ji 
oO a 


O conjunto de números: 
x =-12+ 25=8 
x2=-1:3 + 2-7=11 
x3=-1:0 + 22=4 
& uma combinação linear das 2º e 3º linhas. Vamos “somar essa combinação linear 
à 1? linha”, obtemos a matriz: 


ga 


nd Datd 144 
B= 2 3 [é 
5 7 “ 


123 
2) SejaamatrizÃ=|4 5 6 
OZ 7 


O conjunto de numeros: 
n=2Z1 + 33511 
yr=24 + 36=26 
y3=20 + 37 =2] 


é uma combinação linear das 1º e 3º colunas. Vamos 'sômar essa combinação 
finear à 2º coluna”: obtermos a matriz: 


1743 


B=|4 31 6 
o gs”, 


> Propriedade P9 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n. 
Adicionando-se a uma linha (ou coluna) de À uma combinação 
lingar das outras n— 1 linhas (ou n= 1 colunas) obtêm-se a matriz B, 


tal que: 


det E = del À 


Demonstração 


Seja, então, a matnz: 


am Mo As Apa Am Da Bm 
dz &op do -- days Box zur e dan 
A=|8 & da Agr Ag Bau Jan 
êny dn2 dna Enk-1 2nk Pnk-s Im | 
1 
coluna k 
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Vamos somar a k-ésima coluna de À uma combinação linear das demais 


n>— 1 colunas: obtemos: 
Ad 2 Gn Ban tt Ate; 
do Ass Bs) An TO Ante dg? 
B=|5, Es Tsn-s dn tO, Bay Fls da TF 
dm hp Ann Aga +64 Ag HT 


A propriedade ed permite-nos escrever: 


dp + tl Mp te dy, 
+Eps Bana tCpos Bo 


Tg ama tOnes 


dn: * tua Bayçt Eres à 


+En dm dix-1 
n tea dan lBzxol 
ams too FC dn [Eau 


*Ey don Enk et 


a Sig Mk dk Mk dn 
dor dzz dak4 dk Srk+y E2n 
det B=|a3, asp B3k-1 Bak Eaka1 aan|+ 
Im dn? Ink Ank Angu Im 
del À 
+ 
dj dk Cy dm ks En 
da, Foz don €4 do dona dan 
+|231 da dak-1 €4 2974 Saka danl+ 
Eni nz ak Cy Am An k+1 dan 
zero 
+ 
a By» Sqk-1 Cr do yu à4n 
da dz don.1 Co doz Aoki dzn 
+jdy, asp dak1 C2 daz Agks4 dan[+ + 
dm dn dnk-1 C2 nz Pnkis nn 
Zero 
D 
+ + 
21 dy Bh En Mn 24k+ Sin 
do, Eos dok-1 Cn dn I2ke1 don 
retida dg Agk-1 En dan dsksi dan 
nm dz dnk-1 En Ann Anks1 Inn 


Então del E = det A. 


TRIC 


A demonstração é análoga se consideramos as linhas de À. 
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Exemplo 


136 
Sea amatrizÃ=|2 3 1lidetÃã=—55 
412 


À 4º linha vamos somar uma combinação linear das 2º & 3º linhas: 
(U+22.34) (3,23 37 (8+21 327 


B = 2 3 1 
A 4 1 2 
17 12 14 
Então: del B=|2 à 1]=-&& 
4 1 2 
” Propriedade P40 — Teorema de Jacobi 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n. 
Se em A adicionamos a uma iinha (ou a uma coluna) uma outra 
linha (ou coluna) previamente multiplicada por um número, obtemos uma 


matriz B, tal que: 


det B = det À 


Demonstração 


Para demonstrarmos esse Teorema, basta que na demonsiração do 
Teorema anterior façamos n — 2 das conslantes Cj cz Ca... iguais a zero. 


Exemplos 


19 


aboe ab c+kb 

detid e fl=del|d e f+khe 
g hi g h i+kh, 
Pa Í 


Observe que ao mutiplicarmos a 2º colina por k e somarmos à 4º coluna 


2º) À utilidade do Teorema de Jacobi reside nó fato de que podemos “fazer 
parecer” zeros em uma fila de uma matriz, o que facilita um cálculo do seu 
determinante. For exemplo, vamos calcular o seu determinante; 


10 2 /ã& 
Ss TO 4 - 
-12 0 2 
1 14-24 
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Inicialmente, vamos multiplicar a 14º coluna por -Z e sema-la a 3º coluna E, 
ainda, multiplicar a 1º coluna por -3 e somá-la à 4º coluna. 


2 3) [Mtso 
7 -—D 48. 
o id O TS 
24) [1 1-4 -2 


in 
atoa 
ha 
|] 
= 
en 


7 -9 18) |7 19 - 
=tt-yriiz 2 sl=fp 40 oJ=1(-95" 
14 -2| NM 0 0 
d 
2 


” Propriedade Pit 


Seja A uma matriz quadrada de ordem n. 
Em A uma linha (ou coluna) é combinação linear das demais linhas 


tou colunas); então: 


deitAÃ=O 


Demonstração 


Suponhamos. então, que na matriz A a iésima linha é uma combinação 
lingar de k outras linhas; sejam É, éz, fa, .... t+ as ordens dessas linhas. 


Desenvolvendo o delerminante de A através da trésima linha obtemos: 


n m 
det A => a; -Ay=D, tic, als +Co “Blaj+0s Blaj+o +C Bl) Agt= 
1 [= 


[| n n [a 
=Cy Daly Apto D alo Ajtes Data A, ++er Dam Ago 
J=1 


e) 


[E js = 


=6, D+c, U+€ U+..+c. -0=0 


Exemplo 
| 2 B 
O delemminante: |3 2 12] é nulo, pois a 3º coluna é uma combinação 
4 4 5 


finsar das outras (1º coluna multiplicada por 2 somada com a 2º coluna multiplicada 


por 3). 
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Exercicios Resolvidos 


1 1 1 
4.286) Verifique que. | a b e lj-0 
b+c c+a a+b 


Solução 
1 1 1 1 1 1 €3 
E | b |) a a b c = 
b+c c+a a+b a+b+réc arb+re a+b+c 
111 (E) 
=(a+b+c)a b cl = O 
1 1/1 


bo k? betb+c) 
4.27) Verifique que: |ca k? cafcsa))= O 
ab kº abta+b) 


Solução 


be k? beto + (3 abc ak? abe(b + c) (PS 


ca kº caíc+a)| = o jade bk? abetc+a)|= 


ab kº ab(a + b) abc ck? abe(a+b) 
ke2tab alt a b+e 1 a b+c 
- ie | b c+al=k?abc|1 b c+al= 
us 1 ca+b 1 ca+b 
1 
ia arb+dfÊ3 12 183 
=kºabelt b a+b+cl = kabcta+-b+e)|1 b 1 = 
io a+b+c 1 cc 


=k?abe(a+b+c)-0=0 


1 aa” 


4.28) Verifique que: |1 b bHj=(a-b)ib-c)(c-a)jta+b+c) 


1cC cc 
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Solução 


1a a O a-b apê O a-b a*-b'E3 
1 bb)!=M b b* ly =jo b-c bc?) = 
tec 1 €c e ty & c? 


O 1 a“+ab+b? R a 
q a“+ab+b 


b?+bc+es 


=(a-byb-c)lo 1 b2+be+ecZt=(a-b)(b- aU 
3 


1 “E E 


(a-b)lib-exb'+bc+c?-af-ab-b9)=(a-blb-cycê-a?+bc-ab)= 
ta-bXb-c)lic-adc+a)+bic—-a)=(a-bXb-cic-ada+h+c) 


PEÇO o ay 


4.29) Se ax + by = € calcule: xº x Ú 
= -4 -b 
Solução 
x,y? x y| |sytox2oyê xy lo xy 
x? x 0O|= xº pé * O=|]0 x O =0 
-C -a -b -C+ax+ay -a b 0 -a b 
x E 
y 
1 | 1 1 
Eu 1 1+% 1 1 
4.30) Verifique que: = KyYZ 
1 1 1+y 1 
1 41 1 1+2Z 
Solução 
1 1 1 1 ing 0 € 
Nate o IA SE = 
1 q Ty “lho yNL É di 
* 
1 1 1 1+z 10 0 z 
1 
1 q 1 


4.31) Verifique que |senu sen seny)=sen(P-y)-+sen(y—o)+ senta) 
cosw cos[| cosy 
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Solução 


1 1 1 1 0 a) 
senr senf seny|= |sená senfj-Sseftw Seny- Ssefhe]= 
cosa cos) cosy cosq cos(fi-cosu COS/-cosi 
4 F ; 
lsenB-sena seny- sena). 
cósfia COS COsf- cosal 
= (sen[— senaj(cos y — cosrr) — (sen; — sennj(cas f — Cos re) = 
=(senfcosy- senycos/|) + (senyctos  - sena cos 7) +(sennces[|-senficosua) = 
= seniB— +) + sen(y —n)+ senta — [) 


1+X 2 3 
4.392) Resolva à equação: | 1 2+x a |-0 
1 2 x+3 


Solução 
ex 2 3 | |6+x 2 3 E3 


1 2 + ã |=|6b+x 2+% 3 = 
1 2 x+3] |B+x 2 X+3 


e SE 3 | € 123 
=(Bsx)]1 2+x 3 | =(6+x)]0 x Ol=(6 + x)-xº 
4 ê x+3 D O x 


À equação ESCIEvE-se; 
(B+x):x2=0 
edai,V=(-6 0) 
x-a-b Ex 2x 


4.33) Resolva a equação: | Za a-b-x 2a |-=0 
eb eb b-a-x 


Solução 


Iix-a-hb 2X 2x x+a+b x+a+b x-a+bi63 
il 2a a-b-x 2a =| da a-b-x 2a = 
v 2t 2b b-a-x 20 el b-a-x 
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4 34) 


4.35) 
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q 1 1 1 O 
=(x+a-+b)jda a-Db-x Za l|=ix+a+b)|Za -a-b-x 
ab 2b b-a-x 2h Õ 
1 q 
=(x+a+br 


A equação escreve-se: 
(x+ra+byf=o0 
edai,WV=(-a-b). 


a* qaº 3a 1 
aí+2a 2241 | (as? 


Verifique que: |? 
a Zga+1 a+2 1 
kt 


3 E 
Solução 
a" 3a? 3a 1 Kay qa? 3a 1 
a” a+2a 2a+1 14) O al+2a 2a+t ds 
a ca+l a+2 1 o Za+1 a+rZ 1 
1 3 3 4 O) 3 304 
1 
; 
1 
a?+2a 2241 1) a*=1 8=1 O 
=(a-W'.|22414 22 M6b=ta=1).[2a+1 2+2 7 a 
3 3 1 3 3 1 
aí*-4 a-1 0 a+1 1 0 
=(a-1'.[2a-2 a-1 0) = (ta-iPdqa-yê.) 2 14 O= 
a 3 4 - 
=(a-1) (TOW (a-n=(a-1) 
tra 1 1 1 
to tb 1 1 
Verifique que: , = age dh + cut 
1 q qe EaD “Es mg 


Salução 


lisa 1 1 1 a 00 -d 
1 1+b 1 1 .|º bh O -s|8 
e 1 q 1+c 1 O Q ce cd 
A 1 7. mo AL SEA 
asbic d 
10 0 —1 O 0 
D 1 0 +41 O õ 
=abedlo O 1 4 |=abed-lo q 4 O = 
a SR DR O à RR RR DS CS RS OS O 
o — — mt — o me dt mm — 1 
a bc dq abcabes 
4 


dh 


4.35) Uma matriz A = [a Jn.n é tai que: 


SE 
&j= o 
! b se iz) 
Determine det À 
Solução 
a bb. bila+rin-d be. b 
ba Bb... b| larin-ib a das b'E3 
detÃ=|b b a . bl=|ja+(n-i)b b a. bs 
bbb. alla+sin-db bet... a 
tg 
» 
1 
1 b ba b|2d 1 b b b 
1 a bo. bla O a-b b b 
=[a+(n-9b]|1 b a bj- =[a+in-ibjjo O a-b b |= 
1 b b. ale Q Ú O co BSB 


=[a+(n-1b]-(a-by” 
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Exercicios Propostos 


ca ds 
ac oaob 
4.37) Verifique que: a =D 
) que q OR Eee 
lc a bd 
aboed+e 
cd e+b 
D)1 = 
d e bre 
a et c+d 
a-b b-c c-âã 
4.48) Verifique que |b-c c-a a-bj=0 
ic—a a-b b-c 
1 4 q 


439) Verifique que: a)| cosA  cosB cost |=Q 


2 À 2B 2€ 
ser” — sen'> sen'> 
pé 2 2 


1 4 4 
diliga top toy |-0 


|sec?u secêp sec?y 


a+b+2c a b 
440] Verifique que:| b+c+2a b |=Ma+b+e)” 
e EE] c+a+2b 
1 2º a? 


1a a? 


b) Verifique que:|t b b]=(b-a)(c-a)(c-b) 


nc e 
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2 


o 


a 
2 


b 
4,842) Verifique que aj- b-Dla-coib+d-a-c) 
E 


O à DS = 
O = 
oq o w 


1 d? 
bº+q? ab ac 
4.43) Verifique que: | ba cl+a” ve |=4-aZp?ç? 
ca ch a? sp? 


4.44) Sea, be csão números reais positivos, calcule 


ioga tlogb log 
ab 
logb log jag 
be 


4 
loge loga log— 
ca 


445) Sex+ty=2Za x—-y=2bex+z=-a, calcule 


ji 22 y 
x 1 2h -y 
1 -a z 


4.46) "Fazendo aparecer” zeros em uma fla conveniente, por aplicação do 
Teorema de Jaçobi, verifique que: 


3 2 5 B 13 3 -2 18 
de SE age 9 W 4 9 22 
a) =-2912 b) na: 
5 83 2 34 2/5 
Bs! De, 5 | é 5 «à 
5372 2 3 E 
3725 ER Ro 
=-595 =69 
dh 253 a ai dge 
2537 A 2-2 4 


4,47) Calcule o determinante; 


1 1 1 1 

1 1+ senZ0º 1 1 E ca 
(vejacexercicio4s 31.) 

1 1 1+ sengB” 1 

4 1 1 1+ senBDº 
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4.48) Resolva a equação 


1 1 1 1 
x E 2x +1 “o 
To x+1 2x+3 x 
1 x+2 2Zx+5 x 


449) Resolva à inequação. 


t-x 4 1 1 | 
1 2 =X 3 1 0) 
1 1 3-—-x 2 
1 1 7 dh 
4.50) Resolva a equação: 
1+x 2 3 4 
1 Z+X 3 4 -0 
1 ps 3+x 4 
1 É 3 0  4+X 
4.51) Resolva a inequaçÃo: 
1 cos” x senx 
1 (1+ sen?xf senix | 21 
1 cos* x (1+ cas” x)? 
4.52) Verifique que: 
a? +1 ab ac ad 


2 
ba  bO+7 br bd BR ar 
ta ch cê+1 cd 


da db de  d241 


q.53) Verfique que: 
O a bs 


-a 0 1 

: =(a+b+cy 
-p o -1 0 

pn 1-1 0 

4.54) Verifique que: 

b+e c+a a+b a b c 
bi+e C+a a+b|=?/a, b € 
[ba +Ca Corda ds + Ds da b> Ca 
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4.55) Seja à matriz quadrada de ordem n: 


O, O RE | 
-1 0/1 1 
Ang=|-1 -1 0 ... 1| Deduza que det Às = f. 


| =1 «1... Ú 


4.56] Verifique que 


4 1 1 Na 1 
1 1+a, 1 da 1 
o À os fra, 


(Veja o exercicio d.30) 


4.57) Verifique que: 


i+a, 7 1 1 
1 1 1+as cê 1 E (Sa 
Vo dy da 2n 

1 1 1 co ta 


n 
(Veja o exercicio 4.30) 


4.10 - ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UM DETERMINANTE 


Deduziremos agora um mecanismo que permite reduzir o cáleulo de um 
determinante de uma matriz de ordem n a outro, de uma matriz de ordem n— 1: € a! 


Regra de Chiã 


Seja, então, a matriz de ordem n,nz 2, na qualas = 1 


1 dy Ba Bj Em 

dan diga ass Ss aj se San 
A=lay &p da da; - aan 
dn nz n3 Sn dnn 


Aplicamos O Teorema de Jacobi sucessivamente: 

1) adicionando à 2º coluna, a 1º multiplicada por — a42 

2) adicionando à 3º coluna, a 1º multiplicada por — a13 
j- 1) adicionando à j-ésima coluna, a 1º multiplicada por — ai; 


n— adicionando à n-esima coluna, a 1º multiplicada por — ain 
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1 ay Bs a4; din 
day d22 doa &a) An 
à31 da das daj d3n|= 
àn dn2 dn Enj Enn 
1 o O dida ! nes 5] 
da, doz— day Bjo dzy Bo da — dz) 8218 — Sang Am 
=|831 Bgz— 237 Bj Bys-da ya e da; da By dan Tag Em 
am Anz—Am Ap Ana m Bd e Anja dj Sm Têm êm 


Dai, pelo Teorema de Laplace: 


dz —Boj Bj dos dada e do) — dm 4 - don êzy En 

az —- 831 42 Bag Ma 23/2918; — ag da An 
det À = ) o 

anz-2n1 942 Ang Amd anã Ma - dan mm 


Então, a regra 


1% Deve-se ter 24, = 1, suprime-se a tº linha e a 1º coluna. 

2º De cada elemento restante em à, subtraimos 6 produto daqueles 
elementos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares” traçadas, do 
elemento considerado, sobre a 1º linha e sobre a 1º coluna. 


Exemplos 
1 
a a E - sfana 22 isa -5 8 -5 
1º) Se 5 =|3-(-3)-2 -3-(-3).4 2-(-3).3)=|92 9 11 
E G=250 oo Bda x Sib <2 
E CHE uso cd 


2º) Se na matriz À, am É 1, e se existir algum elemento igual a 1, podemos 
através de frocas de filas (P2) transformar À em uma outra matriz À" para a qual 
ans: 


Bra2 ES a sas 4 14 3 2 4 
23 2 4dBl|s 23 ds 2 65 
Ss rg |dzMall: 23 
0 45 -2 3 3 


dis igz a [2145 0 


- 
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3º Se na matriz à não exislir elemento igual à 1, usando o Teorema de 
Jacobi podemos cbter a matriz A' para a qual aj; = 9; 


403 -AN1/1 03 -? 


52 6 2||-12 6 2 
4 400] b& 1 do O 
>» 5 41 7| [9 84 7 
E 


4º) À propriedade P5 também permite transformar uma matriz À em uma 
outra A, na qual a44= 1: 


2 46 8!) |14 234 
3 7219065. | 721 
= O A = A 
-14 6 5 14 65 


Exercícios Resolvidos 


4.58) Use a Regra de Chió para verificar que: 


1 bo b+e 
1 ca c+al=(a-biib-c)ic-a) 
1 ab +ab 
Solução 
1. DC D+6 
Res [ca-bo c+a-(b+e) leta-b) a-b 
Pa + A lab-be asb-(b+c) |b(a-c) a-cl 
1: ab +ab 
=(a-b)(a-o)) | e-ba-ote-s=a-bb-otc-a 


458) Use a Regra de Chiô para verificar que: 


Rd 3º sê 72 
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Z 
--- | |52-92 q2.152 92.21 
=l72 15? g?.25? 44º -35"|= 
: 92.24 41-35? 13º -49* 
ra E 

(8) ás 2d 
14-(=4) 224-8) 30-12) E 
=|22(-8) 34-15) 46-(-24))= 
30-(-12) 46-(-24) 62-(-36) 
al-b=(a+bha-b) F 


-7 91 +15 -7 11 151 
=8.15 24.|-22 -M -46)2= 816 24.23/-11 17 -23] = 
-45 -89 -93 4) -15 -23 -31 


-7 0 -11 ma (E) 


= 8:16-24.2.3.[1 1217228] = 0 
-15 -23 -31 


460) Use a Regra de Chiô para verificar que: 
a aaa 
ba 


a 
=a-(b-a 
bh ( ) 
Fr] 


E e 


a 
EE | 
a 


D m 
[E 


Solução 


bo do dt 

bo bp Co ty 

[= 
[1] 


Exercícios Fropostos 


4.61) Use a Regra de Chió para verificar que: 


Po Do mb. 

si 4 20 8 5 -23 
7 da é =B 
O 87 ET O 
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4.62) 


4.63) 


4.84) 


-=7 -3 4 0 
=27 
Dl 5 2 q li 
Ss o ms cz 
5372 
3725 
=-595 
Dhaosa 
2537 


Use a Regra de Chioó para calcular o determinante: 


4 4º 44 
AR 
a gé go 5) 
4 42 42 41 


Use a Regra de Chiôã para verificar que: 


1 a a 

1 b bij=(a-bi(b-c)(c-a) 

Es deê 

Use a Regra de Chiê para verificar que: 
aaaa 

ara R ado caficebince 

a beco 

ab cad 


4.11- A MATRIZ DE VANDERMONDE 


Definição 


Toda matriz quadrada de ordem n, nz 2, da forma: 


1 1 1 1 1 
x X2 xy Xj da 
x?  xE xá x$ x 
n-1 n-1 nel n-1 -1 
q x x x] xa 


denomina-se matriz de Vandermonde, 


Observe que, por exemplo. a j-ésima coluna é formada pelas polências dê 
mesma base xj com os expoentes variando de | a n — 1; os elementos dessa 


coluna formam uma progressão geométrica de n termos, cujo 1º elemento é 1 e 
cuja razão é x; 


Os elementos da 2º linha são chamados etementos de base da matriz. 


Indica-se o determinante de uma matriz de Vandermonde cujos elementos 
de base são x1, x», X3, ... Xn por: 


V (XT, X2, Xa, ... Xn) 


Propriedade 

O determinante 4 (x, x2, x3, ... Xn) É O produto de todas as diferenças xi — X 
para i>j 

Vixa x xa. Xn)= 


= (x2 — xa)fxa — x1)... (xn — xiJ(xo — xolixa — x2) ... (Mn — X2) ... (Xn — Xn.t), isto 
É: 


Visage XD= 0 0 TT tu-x) 


[IS[<1&n 


Demonstração 
vamos nos ulilizar do Método da Indução Matemática sobre n: 
Teorema 1 


Faran=2a propriedade é válida: 


Teorema 2 


Hipótese suponhamos que para matrizes de ordem n= p-— 1 a propriedade 
é válida (p= 122), 


Tese: demonstremos que a propriedade & válida para n = p. 
Na matriz de ordem p: 


1 1 1 1 
q 4 x xa 
V= 
p=-ê -2 p-2 p-2 
1 & x Xp 
pa xp+1 ab! mê 
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aplicamos o Teorema de Jacobt sucessivamente: 


1) — adicionando à linha de ordem p, a de ordem p= 1 multiplicada por — x1 
2) adicionando à linha de ordem p— 1, a de ordem p — 2 multiplicada por 
— X1 
p-23 adicionando à linha de ordem à, a de ordem 2 multiplicada por — x1 
p-1j adicionando à linha de ordem 2, a de ordem 1 mulhiplicada por — x1 
obtendo: 


1 1 1 do 1 

O Ra — X4 X3— X4 sea Xp — 4 
—t a. =] pos =] poi 

O x ap? xi toxgo x —-xxg 

1 1 1 ud 1 

LO Ha Ka e Xp —M4 

=[0 0  xotxo—x4) XatXg =X) o XptXp—X) 

a em = 

O x52xo-x,) xk “xa x) xB “(xp =X) 


Aplicando o Teorema de Laplace, desenvolvendo q determinante através 
dos slementos da 1º coluna e também a propriedade P5: 


1 1 1 
Ma Aa Eds Xp 
detY = [xz- xal(xz— x1)... (xp — x3)" x pe: ” x2 (1) 


R -2 p=? 
E E 
determinante, D, de uma matriz 
da Vandermonde de ardem p-i 
Fela hipótese do Teorema 2 o determinante D escreve-se: 
D = (x3— x2) (xa = x2)... [xp — 22)... (xp — Xp-1) 
Forianlo, substituindo em (H: 
det V = (xa = xq)ixg — 24)..(Xp — 24) (xa — xo xq — Ka). (xo — xo)... [xo Zoo), 
DE ——— 


que é ag tese 


Exercícios Resolvidos 


4.85) Calcule o deteminante V(2, à, 5). 
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Solução 


1 1 1 
V(2,.3.5)=|2 3 5|=(3-2)-(5-2)-(5-3)=6 
22 32 52 aa 


nm 


Observe a sequência das diferenças feitas: [2 3 5 


5-2 
y Zz t 
| x2 y? Se qi 
4.66) Calcule o determinante: ã ” e 
XxX o yo zo t 
2º y? z* 44 
Solução 
xXx y Zz t 
x y2 22 RIP 
x3 y3 z3 TR 
x4 ys Zé 44 
x y z* ft) 
1 1/1 
XxX y Zz t 
=xyZzt-| > VE lat mta =00(t= tes yes nt) 
x yº zº t? DE die 
e asi A 
Observe a sequência das diferenças feitas: XxX. y Zz t 
Z-y t-Z 
t=y 
a? bp? e? 
4.67) Calcule o deteminante: |d? e? 42 
ad be cf 
Solução 
a poe à 
e (5) 
e asd Pi 204 | od e 
dº e? 42) = a“bíc —slt-= —afb“c — ri 


= ofpiea (8 0 aYt o) 
tb alle adc b 


1 1 1 
4. 68) Calcule o deleminante:D=| cosa cosb cosc 
cosza cosgb cosde 


Solução 
Lembre-se que cos Za = 2 costa — 1; então: 
1 1 1 tv 1 1 TIE 


D=| cosa cosb cosc “=| cosa cosb cosc |= 


E Fu 


2cos?a-1 2cos?b-1 2cos?c-1f 2cos“a 2cos bh 2cos"c 


1 1 1 
=2-|cosa  cosb  cosc|=aicosb-cosajícosc-cosajicosc -cosh) 
cosa cos'b cosfc 


Vicosa, cos b. cos c) 


Exercícios Propostos 
4.59) Calcule o determinante V (2, 3, 1,5). 


4.70) Calcule o determinante: 
1 1 1 1 


loga log 20 log 200 log 2000 
(log2)* (og20)) (log2002 (log20007 
log2P (log20) (log200 (log2000) 


4.71) Calcule o determinante: 


4 a a? 
Ad MF 
À gy d6Ê 
4.72) O determinante V(xs, x2, xa, ..., Xn) se anula quando e somente quando os x 
(i=1,2,3,...,n) não são dois a dois distintos. Demonstre! 


19 


4.73) Resolva a equação: 
A a 1 
x -2º/ 5 —& 
x? q 25 16 
|x? -B 125 -B4 


4.74) Resolva a equação: 


Ad ah 
dedo Godi 
à dB FIM 
tox x? x |4 
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o O — 


Capitulo 


5 Outros temas 
importantes 


5.1 - DETERMINANTE DO PRODUTO DE MATRIZES 


Teorema de Binet 


Aceitaremos o teorema sem demonstração. 


Exemplo 


Sejam as matrizes: 


É 
À = é det A=-2 
a det A -det B= 68 
E E e det B= 
[e 2 Pic, 
B= idetB=-34 is 
[3 =| 
M 2l[7 2] [7+6 2-8] /13 6 Es 
Temos: A-B= a - :det(A-B)=68 
3 4|j3 4] |21+12 6-16] |33 —10 


5.2 - COMATRIZ 
Definição 
Seja a matriz quadrada de ordem n: 
A = [ajlnxn 
Seja N a matriz definida por. 
N=[Aijlen 
onde A; é, em, À, o cofator do elemento aij. 


Chama-se comatriz de A, e se indica com A”, a matriz transporta de N: 
A = Ni 
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Exemplo 


10 —1 
Sejaamatriz: Az=|0 1/1 
12 0, 
11 01 0 - 
aiii E a Agro q fas eo 
a À, 11 10 
= - =- Paim =-1 À os o =<2 
Agr K À : * 40 pe É ) 
D —1 4-1 1 0 
A = pa A -— = — A =-1 
et di ás ; 1 a : Z 


Note que a matriz N é obtida substituindo, em À, cada elemento ai pelo seu 
tofator Ai 


Co ne] a) 
N=|-2 =1 =2 


Por definição: 


Propriedade 


Seja a matriz quadrada de ordem nº A = [ay]en - 


Então: 


ANDA A=(deta) 


Demonstração 
de E Be E RE] | 
ao dz Boy ao l [A As Ara Am o Am 
az Ss day — San||Az Aza Aza co Aon e An 
Asas As Às Aa Asn e Ana 
à do Big - in RR RR SENDO RS MPR 
Am A an An An Am 4 
dm dnz ns on 
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O elemento bi, qualquer, da matriz AA &: 


det A set=) (Laplace) 


b=a,yAgtao ÀAjs+..+an Ain 
ada a ra AE e se iz) (Cauchy) 


Então: 
det A O) 8) si LE 
a] det & Õ fa O 
AA =bihn=| O O detAÃ.. O |=(detA)I, 
à) 0 D det A 


Analogamente demenstramos que À* - À = (det A) - In 


Exemplo 
1/0 +-1 
Vimos no exemplo anterior que se A =| 0 —1 1| então: 
4120 
-2 2 +41] 
Av=|-1 1 —1 
1-2. 
A Regra de Sarrus dá-nos det À = —1. 
-1 0 0) 
Verifica-se facilmente que A AS AP-A=[0 —1 Ol= 
D 0 - 


5.3 - MATRIZES INVERTÍVEIS 


Teorema 


Seja À uma matriz quadrada de ordem n. 
Para que A seja invertivel É necessário e suficiente que det A 7 D 


Tem-se ainda: 


detA 
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Demonstração 


4" parte: necessitiade 


Hipótese: A é invertivel 
Tese: del A ZO 


Se A é invertivel existe, então, a matriz A”! tal que: 
AA = 
Então: 
det (A - AM) = det In 
O Teorema de Binet dá-nos: 
det A-deta!=4 (|) 


Então, o produto det A - det A” & diferente de zero (é igual a 1). e daí del A £0. 
É a tese. 


Observe que se À é invertivel, de ()): 


dois, 
det A 


2º parte: suficiência 


Hipótese: det A £D 
Tese À é invertivel 


A propriedade em 5.2 dá-nos: 
A-A'=A! A=(detA)-In 
Sendo det A 70: 


a 1 al 1 


detA | detA 


A | Alo 


A definição dada para matriz inversa permite-nos concluir da igualdade 
acima que A é invertivel (é a tese), e que: 


Exemplo 


Retomando o exemplo anterior, concluímos que a matriz: 
1 0 + 


é invertivel, pois det A = -—1 20. Além disso: 
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Exercícios Resolvidos 


fa bI] sal é d] 


5.1 Sejam as malrizes A = e B= 
|-b a | [-d c| 
Use o Teorema de Binet para venficar que: 
(a? + bºp(ct+ dY=(ac- bd + (bo+adp 

Solução 
Temos: detÃ=a*+bº edetB=c?+ dd? 
[a bllc dl [fac-bd ad+be | 
A-B =! 141 I=l 1 

|-b a)l-a e] |-be-ad -ba+ae | 


Então det(A - B) = (ac — bd)? — (be + ad) - (-bc — ad) = (ac — bo? + (bc + ad)? 
O Teorema de Binet, dei(ã - B) = det À : det B, permite-nos escrever 


(a? + b2?) (c2 + d?y= (ac— bgj? + (be + ad)? 
5.2) SedetA=-4, determine det A? 


Solução 


detA?=deilA-Aj=detA-detA=(=4)-(=4)= 18 


3 2 1 
5.3) SejaamatrizAÃ=|5 6 2 
10:53 
Determine: aja! b) det A o) A 


Solução 


Os cofatores dos elementos de A são: 


5 


3 2 


2 
Ass u=(=1)""" =—1 = (1 = 
1 ( ) q E 8 Ras ( 1) 5 a] 2ê 
5 6 Ss «Bi 
Adel 13 EE Ain =t-0!*2 Es 
ea a i dna os a -a 1º 
-2 1 3 1 
As=(-1 2+1 == ne t+ Pont 
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Pa ds a [1267 5 28 


bj detA=anAm + aszÃo? + aarÃga = 1:(-10) + 041) + [-3):28 = —Bd 


ME: 26 MOS 

da 94 Dd 

cj 4 = é E ar db ab 
det A 94 94 DA 

6 2 28 

94 94 94 


5.4) Aé uma matriz não singular, ortogonal. Calcule dei A. 


Solução 
Se À é ortogonal: À! = al tveja exercicio 2.66) 
Então; deta! = det A! 
1 

—— = dat & 

delÃ a 

(det AP=1 

delA=+1 


5.5) A, de ordem n, é uma matriz não singular. Verifique que: 
det A*= (det Ap! 
Solução 
A propriedade do tem 5.2 dá-nos: 
A! A=(detA)h 


Então: 
det(A“-A)= det[(detA)-L,) 


detA*-detA =(detAY det, 


Leorema de Binel exercício 4.2 


à é não singular: detã*D e detln= 1: então: 
det A! =(detApo! 
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aaa 
5.6) Condição para que a matriz A = ja 1 al sejainvertivel 
diaa 


Solução 


Deve-se ter delÃ O 


a a 1 2841 a 116: q dg 4 
detâ=la 1 amsiza+s1 1 al=(22+1)|1 1 aj=e-(Za+ Ijta- 19º 
1 a a gar+l a a 1 aa 
É 


mit, 


; 1 
Então, para que À seja invertivel deve-se ler a 2 " e az1. 


Exercicios Propostos 
5.7) Ae EB são matrizes quadradas de ordem n. 
a) E A B=B:A? 
bj) E detA- B)=deB- AJ? 
5.8) Se Aé não singular e A?= A, determine del A. 


5.9) AeB são malrizes quadradas de mesma ardem. Verifique que: 
det(A!. By = det(A - 8!) = denA!- B) 


5.10) Para as matrizes abaixo, determine A””, se existir: 


4 2 3 E DR 
ajaA=|2 1 0 braAs|o 2 1 

4 2 5. 52 -3 
cjA=|-14 3 

5 2 7 


5.11) Para as matrizes abaixo, determine pa. se existir: 
A 101 
bBjA=|0 1 1 
Õ 


a) A=|0 1/1 
E go, SH E 
a 00 

c)jA2=i0 a 0/2240 
0 0 a| 


dr 


5.12) Para às rnatrizes abaixo, determine A", se existir: 


1 -a 0 0 o do pp 
O 1-=a 0 RR 
= À= 
a A EO 4 sá E E, 
O e DD q 141414 


5.13) Se A é invertivele A = A), calcule det A. 
5.14) Sejam as matrizes à e B quadradas de mesma ordem. 


a) de À* comutam”? 
bj Verifique que (à - BJ =B*. à* 
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Exercicios Suplementares 


111) 


11.2) 


11.3) 


1.43 


1.5) 


11.6) 


a b up E 
Se as malrizes e comutam, então: 
O oc, 0 y 


Seja a matriz: 
Ra DD 
“jo b O e 
"Clones 
de É x 
na qual os elementos são números reaisea > b>c comd e, fnão nulos. 
Vernlique que as raizes da equação em x. 
del (A —- xl) = 0 
são reais. 


Se u [fi e y são as medidas dos ângulos internos de um triângulo, verifique 
que: 


tgu 1 E 
Lo tap 1/=2 
1 1º tg; 


Resolva a inegquação: 
logx? logx? 1 
logx? 1 120 

ê 1 1 


Calcule o determinante: 


loga logb face 
ab 


logb loge log Ko 
be 


1 
loge loga log— 
ca 


Calcule o deteminante: 
Z 1 d 


Qd to MN 


y 2 5 
Zz 4 Fá 
1 5 8 
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1.7) Resolva a equação: 
t+ x 2 3 4 
1 2+x 3 4 
1 2 3+x 4 
1 2 3 d+x 


1.8) Resolva a equação: 
7 1 1 


19) Verifique que. 
Isen a sera senda 
senb sen'b senab|=0 


Z 
sent senc sendc 


0.10] Calcule o determinante: 
0 1 1 1/1 


! 

pao 

] 

—s 

] 

—s 

mm 

Da aca 
aaa 


1.11) Verifique que; 
o Du sie 4 

ndo Ep 

2 0 x 


dp p$ x? 0 


2 


MNE x 


YZ 
x zo y 
y o x 
z x O 


1.12] Os numeros 545, 273 e 168 são divisíveis por 13, verifique que O 
determinante: 


54 6 
2 Ro 
169 


é divisivel por 13. sem desenvolvê-los 
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11.13) 


11.14) 


Dada a malriz nan 


xy 00 oo 
O x y o 0 
o O o O 
A É 
DO 00 x y 
o Q 


Calcule det A, 


Um texto para interpretação, 
Associada a toda matriz quadrada A =(a;].n. de ordem n, encontra-se a 
função: 
aj? dio e Bu 
fx) =dettA-x)=/ 221 facão Sa 
am Eno o An X 


que se denomina função característica de À. 


À equação 
fd) = detjA-xiy= O 
que pode expressar-se na forma: 
ao +arol+. +an-1x+an=0 


chama-se equação caracteristica de À. 


Ache a equação caracteristica da mabriz: 


As n raizes xy, X2 xa ... Xn da equação caracteristica de uma malriz A 
recebem o nome de valores próprios de À. 
Determine os valores próprios da matriz: 


ato 
= 2 él 


Verifique para uma matriz À, de ordem 2=2, que a sema dos valores 
próprios é igual ao traço da matriz. 

Teorema de Cayley: “Toda matriz quadrada A salisfaz sua própria equação 
caracteristica: det(A — x1) = O”. 

Mais exatamente: se na equação característiça de A, de ordem n, 
substituimos x por À & cada número a por a: |, ela se transforma na 
equação matricial; 
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ao fra alle. +ran-sº Aran iz0 
tembém valida. 


Verifique 0 Teorema de Cayley para uma matriz A de ordem 2x2 
Podemos utilizar q Teorema de Cayley para determinar a inversa de uma 
matriz À, não singular. Por exemplo, a matriz inventivel: 


A= ; (det A =0) 


1 
tem para equação caracteristica: 

x -3x-22=0 
Então 42-3-A-2-|=0 


1 a 
Dai l=>-A?-—.A 
2 2 
Muliplicando-se “à direta” por AT: 
Pta À pe ] 
2 & 


Substituindo A e | vem A”? 
Use o processo descrito para determinar a inversa da matriz: 


LD 4 
Az|-11 -3 
é ZA] 
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PARTE TI 


Capflulo 6 — Generalidades 


Capfiuto 7? — Resolução de sistemas lineares: 
o escalonamento 


Capitulo 8 — Outros temas importantes 


Capítulo 


Generalidades 


6.1 — EQUAÇÕES LINEARES 
Definições 
À equação: 


x1 + 2x2 = 5 


onde x: e xz são incógnitas, é um exemplo de equação linear a duas incógnitas. 
Note que os expoentes das incógnitas são iguais à 1. 
A equação: 


x1+ 3x2— x3= 10 
é linear, a três ncógnitas 
Numa equação linear não aparecem termos da forma 2x? ou 3x:x2 ou 


—4 xo: os expoentes das incógnitas são iguais a 1, e em cada termo da equação 
aparece no maximo uma incógnita. Uma equação como: 


2x) +3x5! +xix,—x, =6 


não é linear 
De um modo geral, uma equação da forma: 


ax,taX,+aXy+...+ax=b 


na qual x, x2 Xx3 . Xn são incógnitas e aj, az, a3.. an e b são números 
conhecidos, denomina-se equação linear a n incógnitas 
Os números as, az, a3 .., an denomina-se coeficientes da equação ebéo 
seu termo constante 
Seja a equação linear: 
x1+ 2x2—x3=-6 (1) 
Se em (l) fizermos a substituição 
x1=1,x2=-2,x3=3 
a sentença: 
1+2-(-2)-3=6 
é verdadeira. 


Então, diremos que o conjunto de valores: x = 1, x2=-2 e x) =3 é uma 
solução da equação. 
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O conjunto de valores 
m=2,%=1,x323 
não é solução da equação (|) pois a sentença: 


2+2:1-3=& 
é faísa. 
De um modo geral, O conjunto de valores: 


NS 7, X2 = CG &3 E 3, ..., Xn— En 
& uma solução da equação lineal: 


BiXxi taxa + axa +... tanxn=b 
se a sentença: 


aqi+ames+tagãs*.. tangnzb 
é verdadeira. 


Se não houver dúvidas quanto à posição da incógnita na equação, essa 
solução pade ser representada por: 


(EE Bata Gn) 


Situações particulares 


Seja a equação linear a n incôgnitas: 


aii + agxo + asxs +... + ankn = 


1) Sea,j=az=23=..=an=b=0 a equação escreve-se: 
0x1 + 0x2 + Oxa +... + Oxn=0 


Então, qualquer conjunto de valores (mx, Go. Os. .... 2), É sclução da equação. 


2º) Semi=a2=a2=.0. =anç=0ebjoO a equação não admite soluções, 
Ji5 pará qualquer conjunto de valores (q, Qo.Gs, .... On) a sentença: 


Cuz, + Ou, + Om +... +0u, =b 
& falsa. 


Por exemplo, a equação Ox, + Ox, + 0x, + 0x, =6 não admite soluções. 


Exercícios Propostos 


6.1) Das equações abaixo, diga qual É linear; 
1 1 
a) xi +tx2- 3= x b) RR a Cc) Red 
2 


6.2) Seja aequação linear: 
x1+ 2x2 — dxz t KM =3 


a) Verifique se (3, 2, 1, 0) é solução da equação. 
b) Verifique se (4, -2, 1,3) é solução da equação. 
c) Determine k para que (d, —2, 1, k) seja solução da equação. 
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6.2 — SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARES 
Definições 
Ur par da equações coma: 
f2x,—3x, =1 
|5x, + 2x; = 12 
denomina-se sistema de 2 aguações lineares a 2 incógnitas. 
Note que O par de valores. 
x? e x2=1 


satisfaz cada uma das equações do sistema; diz-se então, que o canjunto de 
valores x = 2 e x2= 1 é solução do sislfema, o parx,=Se x2= Isatisfaz a primeira 
equação do sistema, mas não satisfaz a segunda, esse par não é solução do 
sistema. 

Generalizando, um sistema de m equações lineares a n incógnitas pode 
ser escrito assim: 


a, +HA,X Fast + FAX =P 
as, +AgaXa + Agaka Fo Bona = Do 


12X) + BagXo + AagÃa +. + BanXn = Da 


A + BmçÃãa +BmaÃa ++ Bank = bm 


onde xr, X2, Xa, ... Xn São a& incógnitas, 

Os números aeb. Isizm eis|/shn, são conhecidos. 

O par de Indices (i; |) indica que a, é o coeficiente da incógnita x, na i-êsima 
equação, assim ay é o coeficiente de x2 na 3º equação. 

O conjunto de valores: 

X = 1, X2= 02, X3= 0,0... Kn = nm 

é uma solução do sistema (5) se for solução das m equações de (5), isto é, 
satisfaz as m equações do sistema. 

Quando não houver possibilidade de confusão, essa solução pode ser 
representada com 

(ea, Ca, Ca, -.., Cn) 


Observações 


1º) E comum substitui-se a denominação sistema de equações lineares, 
simplesmente por sistema linear 
2º) Resolve um sistema near é determinar todas as suas soluções. 


Exemplos 
Q sistema: 
dx + dy+ dz = 14 
[S8)/ax +4y+52=25 
Bx-2y +32=10 
TA 


agmite o conjunto de valores x = 1,y = 2,z= 3 como solução pois as sentenças. 
Erg desta 
3: 1+4:2+5:3=25 
5-:1-2:2+3-3=10 
são verdadeiras. 
O conjunto de valores x = 22, y =-10,z= 0 não é solução de (5): 
222 +3-([-10)+2-0=14 (sentença verdadeira) 
3-22+4-(-10)+5-0=26 (sentença verdadeira) 
5 22-2-(-10)+3:0=10 (sentença fa/sa!) 


Sistema lineares homogêneos e não homogéneos 
Se num sistema de equações lineares os termos constantes das equações 


não são todos nulos, ele e chamado não homogêneo. 
Por exemplo, o sistema: 


2X, + K4 + 3% = Q 

não são 
4X, 1X— ds = 2 TT dos nulos 
| 10x, + x; =]: 


é linear, não homogêneo 


Se num sislema de equações lineares os termos constantes das equações 
são todos nulos, ele é chamado homogêneo, 


Então, um sislema de equações lineares homogêneo pode ser expresso na 


forma: 
ax + axo + ajax +... tank =D 
a21X1 + azokz + azsxa +... tam = O 
asX + aszxz + agoxas +... +aanão =D 
Amik1 + AmzXz + Amaxa +... tamíns O 


Uma solução evidente do sistema linear homogêneo é: 
x1=0,x2=20,x3=0,...,xn=0 


que se denomina solução trivial Excluindo essa solução, e supondo que O 
sistema homogêneo admita uma outra solução: 


(Cem tz, 03, ..., Ken) 
onde os «y não são lodos nulos, lal solução denomina-se não-trivial. 


Exercícios Propostos 


8.3) Seja o sistema linear: 
2X 4 R-X, = 
(S),4x,+2x, -x, = 15 
4x,+3x, =18 
Verifique se (3; 2: 1) é solução de (5), 
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64) Seja o sistema de equações lineares: 
| Zx+y-z= d 
dx- 2y +27 =13 


(8) 
pes 


a) Verifique se o conjunto de valores (3: —1:; 1) É solução de (51). 
b) Verifique se 9 conjunta de valores (3; 1, 2) é solução de (5). 
6. 5) a) Sabendo-se que (5; m; 1) é salução do sistema 
| MH-X;—x5 =3 
2K,+ 2%, —K =n 
2x, + x; — px; =2 


determinem, ne p 


b) Seja o sistema: 
x +%,-3x, =k2-1 
q Ax,—Ix, + 7x4 =0 
pr 


determine k para que ele seja homogêneo. 


8.3 — EXPRESSÃO MATRICIAL DE UM SISTEMA LINEAR 


Matrizes associadas a um sistema linear 
Dado um sistema (5) de m equações lineares a n incógnitas: 
BM + AX, + BgX to. ft An =D, 
BpX, F Bopão + BoaXa Fo. + BanX, =; 


1HaX4 + as2X> tt dagÃa Fo tank =Dy 


AmiX + Bmaka É AmXa tt AmnXn = Dm 
podemos associar-lhe as seguintes matrizes: 


a] matriz completa 


E a mairiz cujos elementos são os coeficientes das incógnitas mais a coluna 
dos termos constantes: 


E" ' - 

do By Ba o An! By 

dz dz da - aan? Do 
[A:Bl=|23 dy dg «dg! Ds 
É ia 
2m Ama Ama - Am! Dm, 
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b) matriz incompleta ou matriz dos coefientes 
E a matriz constituida pelos coefientes das incógnitas 


la, 
ER 
A = Ha 


[Ama 
cj) matriz das imcágnitas 


E a matriz consliluida por 
intógnitas do sistema: 


ma 


uma 


d) matriz dos termos constantes 


Ega sã DR 
Dao 
dg e Pan 
ma Am. 


única coluna, cujos elementos são as 


X 


Xs 


E a matriz constituida por uma única coluna. cujos elementos são os termos 


constantes do sistema: 


Exemplo 


Seja o sistema near: 


2x, tao +X, =B 


(5) ps, +x,=8 


x rêx,—-x,=1 


b, 


D; 


Estão associadas ao sistema (8) as seguintes matrizes: 


a 4 
a) completa: [A'B]= 3 +11 
pi 32 

241 

bj incompleta: Az |3 1 
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4 
1 
=1 


x 
c) das incógnitas: A= | X, 


Re 4 
rg 
dj) dos termos constantes: B= |& 
] 


A expressão matricial 


Seja o sistema near de m equações e n incógnitas: 


AX, + A,X +AjaX, to. tAnX =D; 
Az1X, + 02X + AzaXg +. + Agnão = bo 
(3) [ask + 243X> + BasXa ++ ZanXo = Ds 


Amy + Am2X2 + daka To. + Amakn = bm 


Se A Xe B são, respectivamente, as matrizes incompletas, das incógnilas e 
dos termos constantes de (8), o sistema pode ser escrito na forma matricial: 


Com efeito: 
do do Ba - By ks BR + A aÃ, + BaXa + Aka 
do do Boy Ban Xz Boy + BgoÃXo + Basa +... + Bank, 
A, “A = S44 dar das ne. dan x Ms = Ea1X, -+ TssMos = Has Em aci Esntn 
Om Om ma Zn) |Xm| | Amk E Amo + AmaXs ++ AmnXn | 
Aq, + AX AX +... + En b, 
E1X4 + Bos + Asa +... + Bank b, 


Então: | 344%, + Ag9X3 + AgaXa fot 2X, | =| Ds 


2miXy + Ama + ImaX3 +. + AmnXn Dm 


Da igualdade acima obtém-se o sistema (3) na sua formulação usual, 


Exemplo 


A formulação matricial do sistema: 
2X +% 4X, =8 
JX, -—Ko = F 


4X, +3x, +7x, = 2 
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7 Ps pa 
Ê -1 O xa |=|7 
SRA SRD: 
a di EA B 


Exercicios Propostas 


66) Seja o sistema 


NR TER,+IK SÊ 
3x, -2x3— 8,=8 


x,+4x,+6x, =D 


Dê as matrizes associadas ao sistema, 


8.7) Formule os sistemas na notação matricial, 


[4x -4y =48 
2) axo y = 38 
5x, +x,=18 
by 47x, +4x,=D 

13x, + 13x, —7x, = 16 
KM +X =5 
XtXg=f 
Xq +%, = 20 


M+Xo+% = 12 


e) 


6.8) Um sistema linear (5) tem a seguinte formulação matricial: 


EE sf SE] PR] IM 
—1 3 5 é Ra — [à] 
Sa JA 


Quais são as equações que o constituem? 


6.4 —- CLASSIFICAÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Seja (5) um sistema linear. 

Segundo o número de soluções podemos classifica-los como segue: 

(5) consistente se possui pelô menos uma solução. 

(3) inconsistente se não possui soluções. 

Se (S) é consistente e admite uma & uma só solução ele é determinado, se 


(5) & consistente e admite mais do que uma solução ele é indeterminado. 
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| sistema (8) | 


| consistente | | inconsistente 
I 


não há 
solução 


| dalerminado | indeterminado | 


mais do 
que uma 
solução 


solução 
úmca 


6.5 - SISTEMA DE CRAMER 
Definição 
Seja (5) um sistema linear de n equações a n incógnitas: 


ajM FAX, FAX to. FAnXç =D, 
da Xy + TaaXo + dgsRs ++ EX, = Ds 


(5) dão + TM +. task = Ds 
[Am + Amaio + BaaX +. Bana = Ba 


Se em (98) a matriz incompleta À, quadrada, é tal que det A £ O, (S) diz-se 
Sistema de Cramer. 

Observe então que se (8) É um sistema de Cramer, O número de equações 
é igual ao número de incôgnitas e, além disso, o determinante da matriz incompleta 
é diferente de zero, 


Exemplo 


[ +3x,—X4 =1 
Q sistema: &+2X,—-X =4 
[2X — X9 +Xg = —S 
& de Cramer. O número de equações é igual ao número incógnitas' três, e alêm 
disso, o determinante da matriz incompleta: 


ED: dB 
deta=|1 2 1=-2 
Sa A 


& diferente de zero. 


Propriedade 


Um Sistema de Cramer é consistente e determinado. 
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Demonstração 
Seja o Sistema de Cramer: 
2X, + B42M4p + Ba + t An, = B) 
Bo1X, + BaaXo + BaaXy ++ Agro = Do 


AmiX1 + AmpX2 + daaK3 +. + Anko = bh 


que na formulação matricial escreve-se: 


ç o | b, 
dn do A 
a; à a a 2 
24 Soa co En By 
Kao | a D; 
| Em Bra dan 
E A.) Ro) 
A 
x 


com det À EQ 


Vamos verificar, então, que a equação matricial 
A-X=-B dl 
admite solução única, o que equivale a demonstrar que (S) admite solução única. 


1º) (1) admite solução, 
Por hipótese det Ã 3 O e então existe 4. 
A matriz X=A.B é solução de (|) 


A-X=A(AÍB)=(AA.B=I.B=B 


2º) À solução X é única. 
Suponhamos que (5) admita uma outra solução X: então: 
AX-B 
Xel-Xetala K=AtdÇA X)J=A1-B=X 
Regra de Cramer 


Para o sisiema (8), de Cramer, tem-se então: 


x,] An Amo Am] 
” Ao Pop ce Ang] |O 
E RES 
id ci rag RS RE A 
sá a Na 
Ea Am An Am 


Dal 
às 4 o dE Isisn 


= = + 
C qgetA ! detA det A 
Seja agora a malriz: 
dm Bo Aya Di Aja ce Bm 
dar Doo o Boy Da dois Ega 
Ày= 
am Ano Ana Da Qua e Rm 
résima coluna pela coluna dos temos 


obtida de A substitundo-se a sua 


constantes de (5). 
Se desenvolvermos det A, através da |-ésima coluna: 


detA =Anc bi tÃzcbr+... +An-b 


det 
Então: Rj to): = ti 
ntão: |x, PR para i=1 2,un 


Exemplo 
Retomemos o Sistema de Cramer, do exemplo anterior: 


-2x,+3x, =x, =) 1 
(5) M+2X,—-X =14 
[ag = =) 


E 


noqual A=|1 2? -1|e detÃ=-2 


22-11 


K1S 


X2 = 


detA. > AM) 
Ao maes ea asa, 


x3 
deta 2 2 


A única solução do sistema é (2: 3; 4). 
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Exercicios Propostos 


8.9) Utilize a Regra de Cramer para resolve; 05 sistemas: 


jx+y=6 
[3x +4y=22 

b) loxem=s 
[3x,+2x,=8 

e) [3x,+ 4x, = 16 
[2x,+3x,=11 

6810) Utilize a Regra de Cramer para resolver os sistemas: 

Reno 

a) ixsdy+rtz=1? 
ps 


x, -2%-X=2 
b) 53x, +6x,-x,=3 
[X+2y+22=2 
c) i2x-dy+437=2 
[3x+By-22-1 
3x-y+52=—2 
0) iBxey-Sz=3 
2x+Sy+z=3 


6.11) Resolva os sistemas abaixo pela Regra de Cramer: 
2x+y+22-3t=0 
Axey+rz+t=15 


a) 
Gx-y-z-t=5 
|dx-2y+Jz-t=2 
|x,+2x,+3x, +dx, =D 

b) 7x,+184x,+20x,+27x,=0 


5x, + 10x, + 16x, + 10x, =—2 
3x, +5x, + 6x, + 13x, 


6.12) Seja o sistema (5): 
x+ay+22=0 
i=X+ay+32=0 
|-2x+y+raz=0 


Determine a para que (8) seja um Sistema de Cramer. Resolva-o em 
seguida, 


6.13) 


6.14) 


6.15) 


6.16) 


B.17) 


8.18) 


Use a Regra de Cramer para resolver O sistema: 
[x-my=7 
4 4 mem) 
Imx+y=3 


Determine m para que o sistema 
[(m= x, + 4x, = 2m 
[m+ Dx, - 2x, = t+ 3m 


seja de Cramer. Em seguida, resolva-o. 


Use a Regra de Cramer para resolver 05 sistemas: 


f 2a 
Roy 
Diz o 6 
= | — =— 
e yo? 
ERRA q: 
x y z 
b) CARR PA 
x y 2 
1 a 0. 
— e — — — — 1) 
x y z 
E 1 1 
(Sugestão: — =X —=Y —=&) 
Y Z 


Use a Regra de Cramer para resolver O sistema: 
[ x-Cosu+Yy-sena =Cosa 
|—X- sena +y-COsa = senda 


Use a Regra de Cramer para determinar os reais a, be c de tal forma que a 
função quadrática defina por: 


fix) =axº +bx +06 
satisfaça às condições: f(l)=5, H3)=13e H-5)=5. 


. -1 2 
mM é a matriz | 5 o! Determine M1 e use o resultado para resglver o 
—X+2y=—? 
—2x+3y = —3 


sistema: 
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5.19) Determine a matriz inversa da matriz: 


q 1 
M=|3 «9 5 
1-3 


Utiliza o resultado para resolver O sisterra: 
x-y+z=3 

dx-9y + ãz=b 

pa 13 


(5) 
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* 


Capítulo 
Resolução de sistemas 
lineares: o escalonamento 


Na resolução de sistemas lineares, a Regra de Cramer apresenta sérias 
limitações: é aplicável somente quando o sistema é constituído por igual número de 
equações e de incógnitas, e também exige que o determinante da matriz 
incompleta seja diferente de zero. 

Além disso, a Regra de Cramer torna-se computacionalmente ineficiente 
quando o número de equações é maior do que 3; por exemplo, na resolução de um 
sistema linear de 5 equações e 5 incógnitas precisamos calcular 6 determinantes 


de ordem 5 (!) 
Vamos então examinar um outro método para a resolução e discussão de 


um sistema de equações lineares. 


7.1 — SISTEMAS EQUIVALENTES 


Definição 

Dizemos que os sistemas lineares (S1) e (82) são equivalentes quando: 

1º) (S1) e (S2) são consistentes e toda solução de (S1) é solução de (Sz) e, 
também, toda solução de (S2) é solução de (S1), ou quando: 


2º) (Si) e (S2) são inconsistentes. 
Se os sistemas lineares (S1) e (92) são equivalentes, escreve-se: 


| (S1) — (S2) | 
Observe que: 


a) (S)- (S), para todos (S) 
b) se (S1) - (Sz2) então (S2) - (81) 
c) se (51) - (S2) e (S2) - (S3) então (S1) — (93) 


Exemplo 


Os sistemas: 
2x, +X,=8 


[x,+x, =5 


(81) [x e sa 
1 


são equivalentes: são consistentes, determinados, e apresentam a mesma solução 
(3; 2). 
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As transformações elementares 


Dado um sislema linear (81), obter-se-á um sistema linear (S2), add 
à (31), se em (Sh) fizermos as seguintes transformações elementares ('*). 


trocarmos as posições de duas equações quaisquer: 
multiplicarmos todas ns termos de uma equação por um número k,k * 0; 
te 39: | Sômatmos, membro a membra, a uma equação uma outra, esta 

—  Previamente multiplicada por um número. 
Exemplos 


Seja 0 sislema linear 


(8) 2x, =X, =2 
SE, + 4X, = 5 


São equivalentes ao sistema (5) os seguintes sistemas: 


3x, +4x, =5 


B) so fps ==? 


Observe que em (S) lrecamos as posições das duas equações obtendo (St): 
(31) = [8] pela te 4, 


Para indicarmos à translormação feita (te 1) em (S), usamos a notação: 
ES) [2x =Ha = 2 “4 


(13x, + 4x, = 50º 


Í2 =%,=2 
2) 152)! ie 
[15x,+20x, = 25 
Observe que em (S) multiplicamos a 2º equação por 5 obtendo (52). 
(82) - (5) pela te 2 Re 
Para indicarmos a lransformação feita (te 2) em (5), usamos a nolação: 
[2x,-4,=2 
8) [3x,+4x,=5 6 
2x, -x,=2 


aus a =13 


Observe que em (8) multiplicamos a 4º equação por 4 e somamos, membro 
a membro, à 2º equação obtendo (33): (Sa) (8) pela te 3. Es 
Para indicarmos a transformação feita (te 3) em (S), usamos a notação: 


2x,—K,=2 “4 
DJ e: : 
Xt+4x,=5: 
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Demonstração 
1º A te 1 É imediata. 
2º) Para a demonstração dá te 2 consideremos à sistema: 


2,1X, + B9X2 +... + Ação =D, 


EloiXy + AgaXo E... + B2çX, =D; 


BnX,+ BoXz +... + AX =D +<i-êsima equação 


AmiX, + AmzXz +. t AmnXn = bm 
e o sislema: 
Bd to BM t+BnÃX, =D, 
SaXk; + dagÃo> + E dona =b, 
(Su PSA 


kapo + kaçx, +. +kax, =k-b <i-ésima equação 
Bm + AmoX ++ BmnXa = Dm 


chtido de (5) multiplicando-se neste a i-ésima equação pelo número k, k é O. 
Observe que (5) e (31) diferem apenas nas suas i-ésimas equações, 
portanto é para elas que a nossa demonstração deve se voltar. 


1º parte) Suponhamos que o conjunto de valores (o, u2, ... Un) é uma 
solução de (5): demonstremos que também o é de (54). 
Então, por hipótese a i-esima equação de (5) dá-nos: 


arca taziwuz+t..tain' gnrb 


Na i-ésima equação de (51) fazendo a subsliluição: x4 por q, xz Pol uz... Xn 
por on oblamos: 


ti membroj)=k:an qrtkcaz ga +. +k' dna 
=kK- am tação, +. taça) =k-by= (2º membro) 
E lhipóisse) 


o que prova que a solução (mc...) satisfaz à iiêsima equação de (51) e 
portanto é solução de (51). 


2º parte) Suponhamos que o conjunto de valores (mw, 23. «2,) é uma 
solução de (51); demonstremos que também o é de (8). 
Então, por hipótese a i-ésima equação de (514) dá-nos: 
kanxa + Kagxz +... + kana = kb 
Na i-ésima equação de (S) fazendo a substituição: x1 por €,, Xxz porus, ..., 
Xa por con obtemos: 
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(K=0) k 


k 
o - É + = -—aa Peso +... +— Ação * 
(1º membro) = ana; + azoz + ... + anoin = Pao aa? i2tta k 


(kaj, +ka,m,+...+kaçãn)= kt, =b,= (2º membro) 


kb (hipótese) 


=x|- 


o que prova que a solução (q,.0,....,4,) satisfaz à iésima equação de (S) 


portanto é solução de (S). 
Fica então completa a demonstração: (S1) - (S). 


3º) A demonstração da te 3 será feita no exercicios 7 3. 


Exercício Resolvido 


7.1) Sejam os sistemas: 
x+2y=4 


ax +by =2 
+ Yy e E ENRA 


solo +2ay = 4 


Determine a e b sabendo-se que (Ss) - (S2). 


Solução 
No sistema (Sz) a matriz incompleta: 
di A 
A +| 3 
p= 3. 


em determinante diferente de zero: det A = 5: (S2) é Sistema de Cramer 


42 
asi SR 
5 5 
ha 
16) 40 
Es =-——" =2 
Pe 


Então, (0:2) é solução de (S2); se (S1) - (S2), (0:2) também e solução de 
(S1). Substituindo em (S+) x por O e y = 2, obtemos o sistema em a € b: 


0Oa+2b=2 
0O-b+4a=4 


e.daia=1eb=1 


Exercicios Propostos 


7.2) Os sistemas: 


2x-y+32=10 De oaç 
(5,)/3x—-2y-2Z=22 e x— 2by + 3cz = B 
dx +3y—-27=13 ps en 


São equivalentes. Determina a, ba c. 


7.3) Demonstre ate 3. 


7.2 — SISTEMAS ESCALONADOS 
Definição 


Seja (8) um sistama da equações lineares. 

Diz-se que (5) é um sistema escalonado, ou ainda. que estã na forma 
escalonada quando: 

1º) em cada equação existe pelo menos um coeficiente não nulo 

2º) o número de coeficientes nulos. antes do primeiro coeficiente não nulos, 
cresce “da esquerda para direita, de equação para equação”. 


Exemplos 


Sao escalonados, os sistemas: 


di AX +Xa+tX OX =2 

(8) 2y+z=4 (S,) Xo 4X 4% = 5 

| 32 =6 | 2x, =? 
x+wy+Zz-t=d 

(35) Ron 


Resolução 


Seja (8) um sistema na forma escalonada; para a sua resolução, há dois 
tipos a serem considerados: 


1º tipo: em (S] há tantas equações quanto incógnitas 


dX, +EjXo FAçÃa +. HEX =D, 
da2X9 + Ba3Ãa +... BanXn — Ds 


(Ss) AgsX3 +. + aanX, = D5 


dnnka — bh 


Observe que em (S) aa O paratodo ii |Isisn. 
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Além disso, se À é a mainz incompleta de (5) podemos escrever: 


dq dp da - dm 
O dm ag - En 

detA=/D O ay «. as|=aã2ã3--a *0 
A: 


Então (5) é um Sistema de Cramer, (S) é consistente e determinado. 

Para obler-se a solução (unica) de (S) parte-se da n-ésima equação, que 
nos dã q valor de xn por substilução nas equações antenores obtemos 
sucessivamente os valores de Xn-t, Xn3, -.. X3, X2, K1 


Exemplo 
Seja o sistema de escalonado: 


êx+y— £5 t=0 (1) 
y+2z- t=-1 (2) 


(5) 
42+3t= 7 (3) 
| 2t=2 (4) 
À equação (4) dá-nos t= 1 
Em (3) 4243: 1=7 e daiz= 
Em (2): ve 1T1=-1 e daiy=-2 
Em(ik 2x-221+41=0 e daix= 1 


A solução do sistema (8) é [1:-2:1: 1). 
2º tipo: em (8) hã menos equações do que incógnitas 


dk dk + ak; + BR =D 


(8) dm Xo + SojiMiar te t Aka =D; 


mp*L. + Amin tis! + É Manta =b, 


Observe que em (S)I<ji<.. <jm e que os "coeficientes iniciais” ay, agp, ..., 


mm não são nulos. 

Para a resolução de (S), neste caso, devemos fazê-lo recair no caso 
anterior. 
Inicialmente, as incógnitas que não aparecem “no começo” de nenhuma das 
equações de (3) — chamadas varáveis livres — devem ser “passadas” para os 


segundos membros das equações, 
O “novo” sistema assim obtido, (5), deve ser considerado como um sistermá 


conlendo apenas as incógnitas que “sobraram” nos primeiros membros das 


equações 
Assim, atribuindo-se à cada vanável livre dos segundos membros das 


equações, um determinado valor, teremos um sistema (S'] do caso anterior: 


tod 


consistente e determinado. Resolvendo-o obtemos uma solução de (S+ Em 
seguida, atribuindo-se às variáveis livres um outro conjunto de valores obleremos 
outra solução de (3) O processo estende-se indefinidamente, e para (8) 
encontraremos infinitas soluções: (S) é consistente e indeterminado 

Por definição. neste segundo caso, o número de variáveis livres, n-m, 


chama-se grau de indeterminação 


Exemplos 


1º) Seja o sistema escalonado: 


x+y+Zz=2 [| 
(3) 
y+ 2=3 (2) 

A única incógnita que não aparece “no começo” de nenhuma das equações 
de (5) é Z: é a única variáve! livre (observe que o grau de indeteminação do 
sistema & 1). 

“Passando” z para os segundos membros das equações 

X+Y = 2-2z (1) 
y=3- z (2) 


Atrnbuindo-se a z o valor de «, à e E, obtêm-se o sistema 


fx+y=2-2z 
I yv=3-— 2z 


consistente e determinado para cada valor particular de «e. 
Substituindo (2) em (1): 


x+3-—-uz2-2u 
=-1-a 
Então. as soluções de (S) são os infinitos conjuntos de valores do tipo: 
1 - a 3-u «) onde a e R; (5) e consistente e indeterminado. 
Alguns exemplos de solução: 
4=0:(-1,30) 
qt=1(-2, 21 
u=2'(-3, 1 2) 


2º) Seja o sistema escaionado: 


x+2y-22+3t=2 (1) 
s)| z-2t=1 (2) 


Hã duas veráveis livres: y e t fnão aparecem “no começo” de nenhuma 
equação) O grau de indeterminação de (S) é 2. 


“Passando” y e t para os segundos membros das equações: 
x-22=2-2y-3 
Zz=1+2t 
155 


Atribuingo-se a y e t, respectivamente, os valores q e p, reais, oblêm-se 0 
sistema: 


[x-2z=2-20-36 (1) 
| z=1+2] (2) 
consistente e determinado para cada par (e; f). 
Substituindo (2) em (1) 
x-2(1+2[)=2-20—-3] 
x=4—-2u+p| 
Então. as soluções de (S) são os infinitos conjuntos de valores do tipo: 
(4-2a+[5 wu, 1+25: 3) onde fa, 5) elêé; (5) é consistente e indeterminado. 
Alguns exemplos de solução: 
te, Bj=(=271):(9:-2,3, 1) 
(o; B)= (0,0): (4; 0,1, 0) 


Exercícios Propostos 


7.4) Resolva os sistemas escalonados: 


x+2y-32=4 À 
| sd x+y-2=2 2x-3y +2=0 
a) yvadza 7 D)- 4 c) 4v-z2=0 
| Zz=? ada 
..&) Resolva os sislemas escalonados. 
x+y-— Zz+t=1 
dx-—-y+z+Zt= 4 
y+z-i=êe 2x—-y+z+2t=1 
a) b) y-2z+5t=2 E) 
adz+t=1 | z-L=2 
Z-t=1 
dt=4 


7.6) Seja o sistema: 
x-y+z=1 
av +Z= 
az=b 
a) Resolva-o para a À O 
D) Resolva-co paraa =b=O 


7.3 — MÉTODO DE ELIMINAÇÃO DE GAUSS 


Para resolvermos um sistema qualquer de equações lineares, ulilizaremos 
um método denominado método de eliminação de Gauss. 

Esse método consite em transformar um dado sistema linear (5) em um 
outro (S1), equivalente a (5), sendo (51) um sistema escalonado, que é de fácil 
solução, 

A lransiormação de (8) em (51) faz-se com o auxilio das transformações 
elamentares, desçgritas em 7,1. 
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Como escalonar um sistema 


Para transformarmos um sistema linear (58) em oulro, equivalente e 
escalonado, seguimos os seguintes passos: 

a) Inicialmente, usamos as fransformações slementares de modo que a 1º 
incógnita, x:, tenha coeficiente am = fina 1º equação. 

bj Depois, para | > 14 substituimos a i-êsima equação pela soma da mesma 
com a primeira equação multipheada por um número conveniente um número 
“conveniente” deve ser tal que se anulem os coeficientes da 1º incognita. em todas 
as equações fexcelo a primeira) Obseve que para anularmos o coeficiente da 3º 
mcógnita na iésima equação, a esta somamos a 1º equação previamente 
multiplicada por —air. 

c) Em seguida, “abandonamos” a 1º equação e repetimos o processo acima 
para as equações restantes. 


Os exercicios que seguem ilustram o procedimento. 


Exercícios Resolvidas 


7.7) Resolva o sistema: 
2X + K4—-2K,=2 
(5) E = 3X + 2%, = 30 


+ X+ X=1 


Solução 
2X, + X-EM =? * Xt X— X=1 42 
(S)|dx,- 3x, +2%x,=30 a. dx, 3x, +24, =3 - 
| M+ox,+ x=10 0 2x, + x) 2x,=Z 


R+ xy + Ku X,+ Xp + X=1 
= 7Ry— ex = 26 + x | sá Xx)— 4x, = 0 i cá 


- 


qdo So dm 1 [+ Ry 4% 1 
Xa + 4x, =D ? e | Xa + 4x, = O 


| -7x, —2x, = 26 + 26x; = 25 


O sistema foi colocado na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente e 
determinado. A sua única solução é (4, —4; 1), podemos dizer que o 
conjunto-solução de (5) é: 

V=((4,—4: 13) 


7.8) Resolva o sistema: 
| x+y+2+t=6 
Zx+y-zet=5 


ts) 
ei 
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Solução 


po aan 2 ncia z+1=6 o 
(5) l2x+y-z+t=5 - -y=32-t=—70 U%- 
=-x+y-zg-1=-2 — | 2y =4 
ico z+1=6 x+y+ Z+ t=B 
“- y+3z2+t=7 2 nt y+32+ t=f 
| 2y =4 -6z-2t=-10 


O sistema foi colocado na forma escalonada; & do 2º tipo: consistente e 
indeterminado. Hã uma só varnável livre. ft (não aparece no começo de 
nenhuma equação) Então: 


[pet ze=6-t 
yvrãz=7-t 
| -62=-10+2t 


Atrbuindo-se atovalora, « e R, obtém-se o sistema: 


re z=6B-g (1) 
y+32=7-q (2) 
| -Bz=-10+2u (3) 


2 
Em (3) z >= Su substituindo em (2) obtemos y = 2 em (1)x= qt 


Então, as soluções de (5) são os infinitos conjuntos de valores do tipo 


(qrdu Pe >= ou: e), onde qe R: 


79) Resolva o sistema: 
| Xx- y+ zm? 
(8) as Y- Z=? 


x+2y-22=5 

Solução 

x— y+2=2 2.1 pane z=2 
[SjdZRs pe 2=? - 3y-32=3 (1) 

| x+2y-22=5 dy-3z2=3 

e =2 rs =2 

lá di k e X-y+z=2 
- y> 201 3 - y- 2=1 - » 

| 3y-32=3 | 0y+072=0 () ada 
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7.10) 


Observe que a equação (*) foi abandonada: ela é salisfeilta para todo par 


ordenado (y; 2) e 2º é dispensável para à resolução Co sistema 


Note também que o sistema está na forma escalonada, É do 2º tipo: 


consistente e indeterminado. Há uma só variável livre: 2 Então. 


[x-y=2-z 
| y=I+z 


Atrbuindo-se azovalora, É e R obtâm-se o sistema: 


fx-y=2-a (1) 
Substituindo (2) em (1) x=3 
Então: 
V=((St+ma) ae? 


Resolva os sistemas: 
x+Zy-32=4 
x+3y+ 2z=11 

2x+5y-427=13 

2x+6y +27 =22 


Solução 

x+2y-32=4 “1/2 x+2y-dZ= 4 
(8) xr+dy+ z=11. yrdza? 
2x +5y-42=13 | y+22=5 
2x + By 2z =22: | 2y+8z=14 

Es =á 
x+2y E E perzy-32=4 
- ás ã — yrdz=7 
| atada | -22=-2 

Oy+0z2=0 


O sistema está na forma escalonada; é do 1º tipo: consistente e determinado. 


Resolvendgo-o. 
V=([1,3 1) 


711) Resolva o sistema, 


| x+ 2y-22+ 31=2 
(S)j2x+ dy-Jz+ 41=5 
5x+10y-Bz+11t=12 
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Solução 


| x+ Zy-22+3=2 <ê E peste 
(O)jêx+ dy—-gJz+ 4t=5 + | a z-2t=1 2 & 
[5x + 10y-82+11=12 0— | dz-at=2 + 
pen e x 42y=22490 2 
o Zz-2t=1 - 
| z-2t=1 
Dz-0t=0Q 


O sislema está na forma escalonada: é do 2º tipo: consistente e determinado. 
Veja a sua resolução na página 1765. 
7.12) Resolva o sistema: 
| x+3y- 22=8 
JBx+ yrgz=12 
3x+Zy+ Z=4 


Solução 
| x+3y—-2z=8 53 [x+3y- 27=8 EN 
(5)j9x+ y+dz=12 “ | Nayri4z=-28 ra 
|dx +Zy+ 2Z=4 | —7y+ 72=-20 
ia pes 
“o Y- Z=2 ? - dm Z=? 
—?y + fZ=-20 | Dv+ 02=-6 (*) 


A equação (") não possui soluções: o sistema (S) é inconsistente 
Note que, ao aplicarmos as transformações elementares para escalonar O 
sislema, ocorrendo uma equação da tipo: 


Ox, + Oxz + Oxa +. +Dxn=b t(hx0) 
o sistema não possuirá soluções, é inconsistente. 


7.13) Resolva o sislema: 
2x + y-22+31=1 


(5) |Jx+2y- z+2t=d 
Sx+Iv+jz—-MH=5 
Solução 
|2x+ y-Zz+3t=1 j3x+3y+32-3t=5 (1) 
3, 
(Sh dx +2y— z+Bt=4 - Esiea z+Zt=d - 
3x +Iy+372-3t1=5 jéx+ y-22+3t=T 
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Re ae 
X+ y+ Z-— É q“2 A+y+ Z- “5 
- jáxray- ze2l=4 00: - —y-dz+5t=-1 1º 
dx + y-22+3=1 | idea ste EE 
5 
X+y+ 2- a X+y+ Z= t=— 


y+4z2-8t=1 - | yv+dz-5t= - 


-7 4 
—y-dz+r5t= — Oy +0z+0t=-— (4 
| y 3 y 3 e 


Veja a equação (“4 o sistema (5) é inconsistente, isto é: 


V=0 
7.14) Discuta e resolva o sistema: 
| x-3y=-2 
[S) C2x+ y=3 
dx-Zy=a 
Solução 
| x-Iy=-2 Quis Eur [rsgie se 
1 
(3) 2x + y=3 mo iy=? ' -— Y= To - 
dx—2y=a I Ty=a+6 | fy=ar-b 
si 
-— v=1 
| Oy =2-1 (9) 


Fixe a atenção na equação (*) sea = 1, ela é dispensável para resolução do 
sistema. Então: 


Jx-3y=-2 
(o vai 


que é um sistema escalonadodo 1º tipo: É consistente e determinado e 
(1,1) é a sua única solução. 
Se a 71, a equação (*) não possui soluções, o sistema é inconsistente. 


Resumo 


(a =1:(S) é consistente e determinado, V=((11) 
ja =1:(3) é inconsistente, V= 
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15) Biscuta e resolva o sistema: 
|x+ y+ Z=8 

(8) | De y+ z=5 
|3x+2y+22=a 


Solução 
| x+ y+ z=4 23 [ER 

(Sjji2x+ y+ Z=5 - ny z=-3 1 
|Ix+2y+2z=a | -y-2z=a-12 
ps x+y+z=4 

“ yrz=3 1 - y+ Z=3 
| -y-z=5a-12 “Oy-Dz=a-9 (9) 


Se a=9 equação (') é dispensável para a resolução do sislema. Então. 
fx +y+Z=4 
l yv+z=a 


Que é um sistema escalonado do 2º tipo; é consistente e indeterminado. Há 
uma única variável livre: z, Então: 


Ixey=4-=2z 
y=3-z 
Atrbuindo-se az ovalorw, we E: 
Ixry=4-q (1) 
y=3-u (Z) 
Subslituindo-se (2) em (1): x = 1. Então, as soluções de (5) são os infinitos 
conjuntos de valores do tips: (1,3 -—- q; 0). 
Se a*9.a equação (*) não possui soluções, o sistema é inconsistente. 


Resumo 


a=89:(S) é consistente e determinado, V=((13-« wu), ce R) 
a=9:(S) é inconsistente 


7.16) Discuta e resolva o sistema: 


spo e 

x+ayv=2 

Solução 

(8) x+ y=] í1 a fxey=1 (1) 
x+B8y = (da-Dy=1 (2) 
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FA 


Sea é 1, o sistema estã na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente e 


determinado, 


a-2 


Em (2): y o ut | & substituindo em (1): x = 
a=-1 a-—1 


Sea = 1, a equação (2) não possui soluções O sistema é inconsistente. 


Resumo 


e * 1:(58) é consistente e determinado, V = ( = — =) 
a-1 a- 


PR =1. (5) é inconsistente V=0 


Uma solução alternativa 


Observe que a matnz intomplela À, do sistema (5), é quadrada e que: 


1 
det A = =a-1 
ta 
Se az 1, (8) é um Sistema de Cramer. consistente e determinado: 
lg 4] 
2 a| a-2 
x= = 
a-1 a-1 
11 
1 1 
Ê 2-1 a-—1 
Se a= 1, osistema (5) fica: 
x+y=1 
91) 
x+y=2 
Então, escalonando o sistema: 
1 
(s) x+y=1 [xe y=1 
x+y=2 [0x + 0y =1 () 


À equação (") não possui soluções; o sistema é inconsistente 


Discuta o sistema! 
| x+ y- 2=1 
iS)jitxrdyraz=3 
| Xx+ny+ dz = 2 


Solução 
Z+y— 2Z=1 


(S]j2x+iy+raz=3: ' - | yv+(a+2jz=1 (4 9) — 
| x+ayrdz=2? fa-y+dz=1 


| x+ yo Zz=1020) 
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| X+y- Z=1 | x+y-—- 2=1 
ca | v+(a+2)z=1 Ex y+(a+2)2=1 


(-aí-a+6)z=2-a | -ta+3)ta-22 =2-8 (1) 


Observe a equação ("). 


Seat-3eazr2o sistema está na forma escalonada édo lipo 
consistente e determinado. 


Sea =? osistema escreve-se: 
ix +y- z=1 
| y+472=1 


Estã na forma escalonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado. 
Sea=-3 aequação (') escreve-se: 


Oz = 4 
e não possui soluções: o sistema ê inconsistente. 


la *-J easZ2Zêéconsistente e determinado 
jo= 2: 5) € consistente e indetesminado 
ja=-3:(S) é inconsistente 

Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (5), é quadrada e que: 


RR 
detA=|2 3 al-=-a*-a+6=-(a+3)ia-2) 
1 aa 


Sea =z-3eaé&f2. (5) é um Sistema de Cramer consistente e 
determinado 


Se a = 3 temos: 

| Xx+ y-— 2=1 2.º4 pre Z=1 pe z=1 
Do O GR - p= ge dd p= Bal 

| x-Byr3z=2.00 —dy+dz=1 + | [Oy +02 =5| 0) 


A equação (*) não possui soluções: o sistema é inconsistente. 
Sea-=?temos: 


| x+ y—- 2z=1 21 [Raio Zed [reais z=1 
DP ae e y-— z=1 42 - y- 2=1 
| X-By+dz=2 [dra ae | Dy+02=0 E) 


Para efeito de resolução de sistema a equação (*) pode ser abandonada: 


então, o sistema está na forma escalgnada e é do 2º tipo: consistente e 
indeterminado. 


718) Discuta o sistema: 


a y=bo o [ xray=b? ao. x+ay=b? 
|ax + y=b. ti-aljy=b-ab” (') 


Fixe sua alenção na equação (º). 
Seagieaz-1 o sistema estã na forma escalonada, é do 1º tipo: 
consistente e determinado. 
Sea =1, osistema escreve-se: 
7 

[x+y =b 

| Oy=b-b? (3) 
Se então, b=D oub=1,a equação (*) escreve-se: 

Oy=0 

dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente E 
indeterminado. 
Se, entretanto, b g0 e b 7 1, à equação (") não possui soluções: 0 sistema é 
inconsistente. 
Sega =-1, O sistema escreve-se: 

[x -y = b? 

| 0y=b+b? (9) 
Se. então, b=0oub =-1,a equação (*) escreve-se: 

Oy =D 

dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente e 
indeterminado, 


Se. entretanto, b=0 eb * 1, a equação (*) não possui soluções; O sistema 
é inconsistente. 


Resumo 


aguxleax=-1:(5) e consistente e determinado 
Ea b=0oub=1:[S) é consistente e indeterminado 
b+=0 e ba1: (5) é inconsistente 


ao b=0oub=-1:[5) & consistente e indeterminado 
E b=:0 e b=z-1: (5) é inconsistente 


Resolva agora 0 mesmo problema utilizando-se da Regra de Cramer. 
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7.19) Discuta o sistema 
dx+2y + z=d 
(8) pp 


(5+a)y-5z=b-10: 


X—- y+riz=2 
Solução 
3xr2y+ z=d Ea v+22=2 “503 
(S),5x+ay+5z=b - a5x+ay+iz=b e 
Em y+2z2=2 Ix+2y+ Z2=4 0º 
| X-y+2z=2 | Xx-y +22 =2 AR 
- ilo+ady-52=b-10- mo Sy-52=-2 / ne 
| 5y-Gz=-2 — sá 5z= b=10" 
x x-y+2z=2 x-y+2z=2 
-2 E —2 
“ Ze—m (5 + a) me — £ãa—— 
| : 5 á 5 
l 


di 
az = (5+a)+b-10 (O 


Observe a equação () 


Se a 4 O. O sislema eslá na forma escalonada, é do 1º tipo: consistente & 
determinado 


Sea=0 o sistema escreve-se: 


—- Z=e— 
ú 5 
02=b-8 (*) 
Se b=B aequação [') é: 
Dz = 0 


dispensável para a resolução do sistema, que é então consistente & 
indeterminado. 


Se, entretanto, b 4 8, a equação (*) não possui soluções, O sistema é 
inconsistente. 
Resumo 


ai: (Se consistente e delerminado 


=» Ífb=8:(8) é consistente e indeterminado 
| (b =8:(S) é inconsistente 


Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (5), é quadrada e que: 


3 2 1 
delÃ =|5 a Sl =5a 
1-1 2 


Se a * O (5) é um Sistema de Cramer consistente e determinado. 
Se a=0 osistema escreve-se. 


3x+Dy+ 2 =4 
(5) |5x+ Sz=b 
pe y+22=2 


3xrova z=4 es YrZz=2 5 3 
[&) 5x + Sz=b “ Eni sz =b “ 
as y+Zz=ê dx rêy+ z=d 
x-y+2z=2 


doe 


15, E 
| 5y+5z=b-10 Es = 2-2 E e 
Sy-Sz=-2 | 5y-52=-2 
Xx—y+2z2=2 
y e ER ga 
5 


| Oy +0z=—bh+8 (5 


Se b = 8, a equação (") é dispensávei para a resolução do sistema que, 
então, está na forma escalonada e é do 2º tipo: consistente e 
indeterminado. 

Se bz8, a equação (") não possui soluções: O sislema é inconsistente. 


7.4 - SISTEMAS HOMOGÊNEOS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Vimos em 62 que um sistema linear homogêneo é aquele em que os 
termos constartes são todos iguais a zera 


2X HEX +Ajgka +otanção = O 


(8) Ed, FAX +BaX EtAão = À 


Am + 2maXo + BamsXs +. t AnXn = É 


Vimas também que uma solução evidente do sistema é a solução trivial: 
zm=0,x2=50, x350,...,xn=0 
Então, um sistema linear homogêneo é sempre consistente 
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Se o sistema linear homogêneo for determinado possuirá uma única 
solução: a trivial, se for indeterminado, possuirá ininitas soluções: a trivial e outras, 
distintas da trivial 


(5) é homogêneo 


determinado indeterminado 


salução 
triviat e 
outras 


só a 
solução 
trivial 


Exercicios Resolvidos 


7.20) Resolva o sistema 
| x+ y+z20 
(5) baxs y-z=0 


[3x-2y  =0 
Solução 
[e y+z=0 2.3 ii z=0 
tepaRo y-z=0 - -y-32=0 4 o - 
3x 2y =0 | -y-32=0 
dis Zz=b x+y+ z=0 
x+y+ z=0 
” y+32=0 1 - y+32=0 
y4+32=0 
| -y-32=0 | Oy +0z=0 (*) 


Observe que a equação (*) foi abandonada: ela é satisfeita para todo par 
ordenado (y, Z) e R2, é dispensável para a resolução do sistema. 
Note também que q sistema está na forma escalonada, é do 2º tipo: 
consistente E indeterminado. Há uma só variável livre: Z. Então: 
[x+y=-z 
y=-3z 

Atribuindo-se a z o valor u, « Ee R, obtém-se o sistema: 

[x yY=- (1) 

Loy=-o (2) 
Substituindo (2) em (1) x = 2a. 
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Então. 
V=((2e Ia a) ueR) 


Exemplos de soluções: 
u=0 (0,00) alrivial 
q=1(2/-3:1) não-tivial 
u=z2 id; 6: 2) não-rivial 
Resolva O sistema: 
dx+2y- Zz=0 
14X- y+32=0 
| x— y— Zz=0D 


Solução 
ax sly- z=D0, pes y- 2=D (43 
(5) i4x- y+372=0 | - dx- yrIz= De | - 
| Xx— y-— z=0Qe [2x +2y- z=0"— 
pay ii ee =0 e 
3y+72=01,) dar co pr ea 
| RpPPR RSA | 5y+ 22=0 E 


O sistema está na forma escalonaca; & do 1º: consistente e determinado, 
possui somente à solução trivial: 


V=0 0,0) 


Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (5), é quadrada e que: 


3 2 /+1 
detÃ=|4 -1 3g=28 
+ 1 +41 


Então, (8) é um Sistema de Cramer. consistente e determinado: é como É 
homogêneo, sua Única solução & a trivial, 


?.22) Discuta o sistema: 


mx+ y+ez=0 
(5h -mx+2y+32=0 
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Solução 


| mx+ y+22=0 -; | Xx+ y =0 (mm) 
(S) -Mx+2y+3Iz=0 ! - “mx +2y+dze 0 Qua) i = 
| Ps 4 =0 | mx+ y+272=0 "— 
=0 
x+ y 0 (9 SE = 
prepare | Pr e 
— m 
X+y =] 
3 
- ) + 2 =) 
d m+? 


Observe que eslamos supondo m £-2 

Se ma -s | O sistema estã na forma escalonada e é do 1º tipo: consistente 
e determinado (somente a solução trivial). 

Se m =: . à equação (*) pode ser abandonada, o sislema está na lorma 


escalonada e é do 2º tipo: consistente e indeterminado (infinitas soluções, 
a trivial € outras) 


Mas, O que acontece com o sistema se m = —2 ? Vejo-o em ("*) “antes” da 
multiplicação por 


|X+ v=0 pe =0 
dz=0 0 - 3y+z=0 
[3y+22=0: | 32=0 


O sisterna estã na forma escalonada: 


é do 1º tipo: consistente e 
determinado (somente a solução trivial). 


Resumo 


id E (8) é consistente e indeterminado; possui somente a solução trivial 


' i : 1. . ” £ 
bz 2º (5) & consistente e determinado; possui infinitas saluções:: atrivial 


e qutras, distintas da trivial. 
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Uma solução alternativa 


Observe que a matriz incompleta A, do sistema (8), é quadrada E que: 


mo 1: 
detÃ=|-m 2 4=-bm-1 
1 10 


dj) ; : k a 
Se m = (8) é um Sistema de Cramer, consistente e determinado; e 


como é homogêneo, sua única solução é a trivial. 
1 : 
Se ma= “5 o sistema escreve-se: 


1 
— a 2z=0 
5 + Y+ 


(5) SX+2y+32=0 


x + Y = O 
PA yr2z=0 1 gs edi BAT. 
5 o » SOtiha 
A gs2y+32=0 ' - —4+2y+32=0 «A a 
E 1 5 
- — e) 
id ; -Lx+ y+Zz=0 "0 
5 
na =D X+Yy =0 
E * & + G* 
-. à yadrnÔ j a. PR a 
Ss “2. G qa 
| 59+22=0 sv +22 = 
X + =0 
3 EA =0 
Es v+—-r=0 — 5 
á | y+>2=0 
Dy+ 02=0 (º) A 


E, o sistema na forma escalonada é do 2º tipo consistente e 
indeterminado: além da trivial, possui infitas soluções não-triviais. 


ir 


7.23) Determine o número real a para que o sistema: 
x -y+ z=D 
(S),2x+ y-32=0 

| x+ay-42=0 


admita soluções distintas da trivial. 


Salução 
x -y+ z=0 cg El: | Xx-y + 2=0 
(5)42x + y-32=0 1 - dy-5z2=0 U sá 
| x+ay-dz=0"——! sedjy=52=0 
x-y + Z=0 x-y+ z=b 
ra -Lz=0(a+1) - -=2=0 
a e = 
-Bz=0 ed a 
(a+1)y-5z=0 E C,.o () 


Para que o sistema (8) admita soluções distintas da trivial, ele deve ser 
indeterminado. Para que isto se dê, em sua forma escalonada o sislema 

E RE ERREE o a 
deve apresentar menas equações do que incógnitas, isto é, deve ser do 2 


; di 0 ? 
tipo, (veja página 174) Então, em [*) fazemos =0 iso é a = 2 


Observe que para a = 2 a equação (*) pode ser abandonada para à 
resolução do sistema. (Veja o problema 7.24.) 


7.24) Demonstre o seguinte teorema: 


Seja (5) um sistema linear homogêneo, de n equações e n 
incógnitas. À condição necessária e suficiente para que (S) admita solução 


não-trivial é que a matriz incompleta de (S) seja singular. 


Solução 


Em sua formulação matricial seja (8): 
A X=0 
1º parte 
Hipótese: (5) admite solução não-trivial, isto é, (8) é indeterminado. 
Tese: A é singular, isto é, detÃ=0, 


De fato, devemos ter det À = O, pois se det A é O o sitema seria de Cramer: 
determinado, contra a hipótese. 
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2* parte 


Hipótese: À é singular, isto é, detÃ =D, 


Tese: (8) admite soluções não Arivial, isto é, (5) é indeterminado 


t3) é consislente, e pode ser colocado na forma escalonada, não pode ser 
um sistema escalonado do 1º tipo: 


A X=0 


pois este é de Cramer, e det &' * O, como A' se oblêm de À através das 
transformações elementares também det & £ D, contra a hipôtese. Então o 
sislema escalonado é do 2º tipo: indeterminado. 
Observe que este resultado facilia a solução de um problema como o 7.23. 


Exercícios Propostos 


1.25) Resolva às sistemas; 


7.26) 


227) 


7.28) 


7.29) 


) Jurdyv=2 
x-2y=3 


Resolva 05 sislemas; 
dx -3y +32 =D 

a) |6x+ y-92-=9 
2x — By —-Bz=5 


Eco 32=3 
Cc) j2x+3)y+ B2=4 
dx +2y+172=1 


Resolva os sistemas: 


x+2y=3 
3dx— y=2 
a) a 
dx+ y=5 
Sx-4y =1 


Resolva Os sistemas: 
| x+2y- z+3t=3 
a) j2x+dy+dz+H=9 
3x+By-— z+8t=1D 


Resolva os sistemas: 


o y+2z=0 
a) |x+2y+32=0D 
asd de= 


[4x +2y =5 
P) 
|6x+3y=7 


2x +9y -2z=5 
x-2Zy+32=2 
dx— y:42=1 


x+2y+2z2=2 
dx-Zy-— 2-5 
ex-by+3z=-d 

x+4y+82=0 


PE 
b) Ix— vrZza St=2 
Qx+2y +3z- dt=1 


dx+Zy- z=0 
—x+ y-32=-0 


b) 


tix+2y-32=0 


2x + yr42=0 
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| x+2y-5z+41=0 
c) 2x -3y+22431=0 
dx-7y+ z-6t=0 


7,30) Discuta e resolva os sistemas: 


a) + y=2 b) [x+2y=3 
x-my=3 |2x+4y=m 
7.31) Discula os sistemas; 
| x+y+2z=1 xe y=3 
a) i3x—-y +22=3 bj 2x+3y=8 
| yrkz=- x-my=3 
7.32) Oiscuta os sistemas: 
kx+ y+ Z=1 
| E x+2y+kz =1 
a) xr+ky+ z=1 b oro 
+ky + Bz = 
[is y+kz=1 ii 
7.343) Discuta os sistemas: 
as y+kz=2 x -32=-3 
a) (3x +dy +22 =k b)iZx+ky-—- z=-2 
xe By- z=1 x+2y+kz= 1 
dd) Discuta os sistemas: 
pasa z=0 | x+2y+32=kx 
aj, Xx-y+kz=0 bj 2x+3y+ 2 =ky 
| Z+y- 2=0 3x + y+Zz=kz 


?.35) Determine o número real a para que o sistema: 
x+ay+z=0 


Xx+ y+z=0 
ess y+z=0 


admita soluções distinias da trivial. 


7.346) Verifique que se a, be c não são nulos, O sistema: 
(b+c)x+ic-a)y+rib-ajz=0 
ic-bpi+te+rajy+(a-b)z=0 
(b-c)x+[(a-c)y+(a+b)z=0 


admite somente a solução trivial. 
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7.37) 


7.38) 


7.39) 


7.40) 


7.41) 


7.42) 


7.43) 


Discuta os sistemas: 
x—- 2y +52=5 | x+y +2z=65 
aji2x+ ay+ 2Z=1 byi7x+vy-3z2=10 
5x-10y-?z=b ix+y+az=b 


Para ab £ O, discuta D sislema: 
axray+ 2=1 
| ax + y+bzs 


x+by+b?z=1 


Discuta o sistema: 
mx+ y+ Zz=1 
x+my+ z=m 
| X+ y+mz =m? 


Resolva o sislerna: 


x+ y+ Z=1 


iax+ by+ cr=d 
PEN 


Sabendo-se que a be c são distintos dois a dois. 


Discuta os sistemas: 


3x-— y =D 
Xx+ y=1 b) cid e Re 
ax+by =ab ax-— 2y=— mx+ Zy=p 
O 
x-W=1 


Discuta os sistemas: 
[oa IG =0 
XSEN+YyCOSE =1 
saida ae cns eu = 


Para que valores de k o sistema: 
[x + Y —— k 
lx+y=senk 


é indeterminado? & inconsistente? 
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4) a) Determine os valores de k para que tenha solução a equação matricial 
a 5 -3)[x] [1 
a 40 2Ilyl=|s 
5 15 mé) E k. 


b) Resolva a equação na condição do item anterior. 


5) Para que valores de a e de bo sistema: 
Kytix, + Ix, = 14 

x, +4X, + 9x, = dd 

x, +8x,+27x,=134 
—X,— 6x, —15x, = a 

x,-dx, - 15x, =b 


2 consistente? 


6) Para que valores de a e de b o sistema: 


M + xo+2x, =0 


x— 2x, + x, =0 


X+ X+ x, =a 


3x, —- x, +2x,=a+b 


& consistente e indeterminado? 
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É 
Capitulo | 


S Outros temas 
importantes 


8.1 - OPERAÇÕES ELEMENTARES SOBRE LINHAS 
Definição 


Seja À uma matriz de ordem mx. 
Chamam-se operações elementares sobre linhas (oe) quaisquer das 
seguintes lransfarmações feitas sobre as linhas de À: 


tracamos as posições de duas linhas quaisquer, 


multiplicamos todos os elementos de uma linha por um número 
kkrO; 


somarmos a um linha uma outra, esta previamente multiplicada 
por um número. 


8.2 - MATRIZES EQUIVALENTES POR LINHAS 
Definição 

Uma matriz B, de ordem mxn, é equivalente por linha à matriz A, de 
ordem m=n, se É for obtida de À através de uma sequência fria de operações 


elementares, feitas sobre as linhas de À Se E & equivalente por linha à À, indica- 
se 


B = A 


Observe que: 


ajã- A, para qualquer A 
b)jse A -B então B - À 
c)iseA-BeB-CentãoA-C 


Exemplos 


Seja a matriz: 


RE 


São equivalentes por linhas à matriz A, as seguintes: 
[x y z 1] 
a b cd 


Observe que em A trocamos as posições de duas linhas obtendo B, B - À 
pela qe 1. 


Para indicarmos a transfomação feita (0e 1) em A, usamos a notação 


A=[? b c dl- 
x y z t- 


a) B= 


b) C= a b ec gl 
dx Iy 3 at | 


Observe que em À multiplicamos a 2º linha por 3 obtendo C, € — À pela 08 2. 
Para indicarmos a transformação feita (oe 2) em A, usamos a notação: 


É : 
gajo c aj 
x YZ tj 


a b c d | 


c| D= 
x+2a y+2b z+2c t+2d] 


Observe que em À multiplicamos os elementos da 1º linha por 2 e somamos, 
ordenadamente, aos elementos da 2º linha obtendo DD - À pela oe 3. 
Para indicarmos a transformação feita (oe 3) em A, usamos a notação: 


a be dl 
e | 2 
o yo dz TAS 
ls — MATRIZ ESCALONADA 
Definição 
Seja a matriz À = [ailmn. 


Diz-se que A é uma matriz escalonada, ou ainda, que está na forma 
escalonada quando: 


1º) em cada um das k primeiras linhas (| < k « m) há pelo menos um 
elemento não nulo; e se k < m as linhas de ordem k + 1, k + 2, ..., m são 


constituídas inteiramente por zeros, ise k = m não há linha cujos elementos são 
todos iguais a zero). 


2º) o número de zeros que precedem o primeiro elemento não nulo nas k 
primeiras linhas cresce “esquerda para a direita, de linha para linha”. 


Exemplas 


k primeiras iinhas (k =m) 


a Ie primeiras linhas (k <m) 

O O 0] + linha nula 

4123 4 | 

dai) 

A a - dos 'k primeiras linhas (k <m) 
oo R 3? 

0 0 0:8 

0 0 0 0] «linha nula 


As operações elementares sobre linhas permitem transformar qualquer 
matriz à, não nula, em outra B, escalonada, e tal que: 


A -EB 
Exemplo 


Otnserve no exemplo abaixo, que 05 passos executados para a transformação 
de uma matriz À em uma outra B, escalonada, quardam uma semelhança com os 
passos descritos para a transformação de um sistema (5) em um outro (59), 
escaionado. 

Seja então a matriz: 


11411 6/00 dd AP SM SE 
2141-1414 5]| | - DO -1-3 41 7/4 —- 
1144 -2]— O SE O dO dal 

ge RR fo A DR E 
-l0 131 7|43 o 3 4 1? 
0200 4) oO o -2 o 


& matriz acima está na forma escalonada; compare as transformações 
feitas, com aquelas executadas no escalonamento do sistema do exercício 7.8; 


note que são análogas. 
Esta analogia permite-nos enunciar 6 seguinte: 


Tagrema 


Sejam A -X=BeC-X= D sistemas lineares com m equações e n 


incógnitas. Se as respectivas matrizes completas: [A : B] e [C : D] são 
equivalentes por linhas então os sistemas são equivalentes. 
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8.4 - CARACTERÍSTICAS DE UMA MATRIZ 


Definição 


Seja À uma matriz não nula. 
Seja A' a matriz estalonada, equivalente por linha à matriz À ar 
O número de linhas não nulas de matriz A'é, por definição, a caracteristica 


da matriz À; indica-se com: 
p(A) 


Se A = O definise p(A) = O. 
Exemplos 
x [1 42] 
1º) Seja a matriz A = [3 af escalonando-a obtemos: 


tdo fi E. driant Aj=2 
e 0 -2 p o pí )= 


E a 
2) SejaamatizA=|4 5 6|; escalonando-a obtemos: 
a 


Pa 


=! 
iu) 


e portanto p(A) = 2. 


o 


1 
2 : escalonando-a obtemos: 


3º) Seja a matriz À = Ê 
A= 4 A 
o o) o 


e portanto p(A) = 1. 


Exercicios Resolvidos 


R1) Delemine a caracteristica da malriz: 


DoD + 
DD“ 4a mg 
Doc o 
ES 
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Solução 


Devemos colocar a matriz na forma escalonada: 


1000 RE é RR SR O 1000 
o 100/42 - |jo100) — fôtioo 
010 0/7 o 0 0 o! 0 0 011 
010.04, 0001 0000 


O número de linhas não nulas na matriz escalonada é 3; então p(A) = 3. 


8.2) Discuta, segundo os valores de a, a característica da matriz: 


1 1/1 
A=|1 az 
1a 4 


Solução 


Escalonando a matriz obtemos: 


; RR RS * BO Ao Ada E 
1a 29 - Jo as al - jo 1 [pts 
. a / ES — 
1a? 4] 0 213] Se Grata ado 
, (1) 
é E qua 
1 sm 
“. a-1. 
o 0 -a+2 


(9) 
Observe que admitimos a £ 1. 
Se, além disso, a é 2: p(A)=3 
Sea=2,amatriz (*) escreve-se: 


441 
91.4] 
Piá cal 


e. p(A)=2 
E qual a caracteristica, se a = 1? 


' À nina ad 1 
Retomando a matriz (**), “antes” da multiplicação por E temos: 


e, p(A) = 2. 
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Resumo 

gal e az? p(A)=3 
a=?: plÃj=2 
la=is p(A)=2 


8.3) Determine a para que a caracteristica da matriz: 


111 4 
A=|2 115 
32 2a: 
seja igual a 2. 
Solução 
111 4]2203 Peso df A 
2 44 Sd] - [01-13 
322 aj 04-41 a-12 
é E fé a DR RR 
“Io dp Ss = jyva a 
01-41 a-12 000 a-9 


Para que p(A) seja 2, deve-se tera = 9 


Exercícios Fropostos 


B 4) Delemine as caracteristicas das mainzes: 


2 «3 18 [à sap 08 O 
a) É a bj|6 1899 
- - É 06 6: 5 


8.5) Determine as caracteristicas das matrizes: 


Ro - 590] e qe SP 

3 4d 312 
b 

lg q Ma 4 

5 4 5 4 4 


8.5) Determine as caracteristicas das matrizes: 


2 6 51 
1 31 
ed E ad o A 
a) 46 23 
Re DE + 
3 844 


B7]) Determine as caracteristicas das matrizes: 


1124 3 162 a 
(0112 [203338 
3 036 T fe W db. 2 
0000 424 2 6 


8.8) Discuta. segundo os valores de a, a caracteristica da matriz 


qe 7 
az=|1 -a 1 
aj À 


8.9)  Liscuta, segundo os valores de k, a caracleristica da matriz: 
mM A 

A=|7 2 a 

3 k 3 


8.10) Discuta, segundo os valores de k, a caracteristica da mabriz: 


ds 
Azlk 130 
a PR A 


8.11) Discuta, segundo os valores de m e de n, a caracteristica da matriz. 


To Do im 
= [q st 4 A 
O 1 3 m 


8.12) Determine a para que a característica da matriz: 


1-3 -2 
2 1 e) 
3 -2 q 


Seja igual a 2. 


8.5 - TEOREMA DE ROUCHE-CAPELLI 
Teorema 


Seja um sistema linear de m equações e n incógnitas: 


AX Bro +. tanta =D, 


ok, + AopR> +... + BanXn = Da 


(S) 


Am?4 - AmpÃs Fis + Amntn = Dm 
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Consideremos as matrizes incompleta e completa de (3) 


O 
] 
dm 2 Bm da 22 — Ama b, 
a a Sto, “8 : das dao ce Ban ' b; 
E dar 2n ê [A B) Ni: 
... ... rr, 
a do ad Ba Am Amo Am ! bm 


e sejam p(A) e pt/A ' BJ), respectivamente, as suas caracteristicas. 
Então: 
(8) é consistente se e somente se p(A) = pIJA: RJ). 


Demonstração 


Seja (8) O sistema escalonado equivalente a (5) e sejam Ate [A': B! as 
atrizes incompleta e completa de (59: então: 
A - À 
IA: B] = [A:B) 
Suponhamos que (5) é consistente: (57 pode ser de dois tipos: 


4 «Vad s r 
AX + EyXg RA a kh = b, 


, 4 4 
Esoks + Sar, = Ho 


1º tipo onde (a, 2 O para todo | Isiem 
Ann = D, 
24X, + AX, +44Xs + tação =b <i<j<<]m 
DX, + Ao ot Foot Bonn = Do e "os coeficientes 


2º tipo « onde lo ê 
- E iniciais não nulos 


Am Xm + Hay, -1X 1 tt BmaXa = Bm 


man 


Se (5) é do 1º tipo ou do 2º tipo o número de linhas nulas em À'e em 
(A': B]é o mesmo, isto é. 
p(A) = pllA': B7) 
Inversamente, se p(A) = pifA': B])=n, (8) será do 1º tipo e (5) será 
consistente e determinado; se p(A) = pi[A': B7) <n, (S) será do 2º tipo e (S) será 
consistente e indeterminado. 


Resumo 


Considere o sistema linear (S), de m equações e n incógnitas, que na 
notação matricial escreve-se: 
A-X=8 
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Então: 


ptã) = piqAÃ:Bj=n: Se consistente e determinado 


ptaj= piãÃ:Bjs<n Seconsistente e indeterminado 
ptã) = pijã : B]) : S éinconsistente 


Exercícios Resolvidos 


8.13) Classifique, utilizando o Teorema de Roucheé-Capelli, O sistema: 
| x+ y+ 251 
(5) 2x+ y-22=2 
dx -Iy +27 = 30 


Solução 


Devemos escalonar a malriz completa de (5) (eslaremos escalonando 
também a matriz incompleta. 


A tia) Ti 1 154 E DR O 
2 SEA à “0 1 4:0|1-|0 1 4107 - 
4-3 2130] 0-7 -2:2 0-7 -2:26| 
IR 
- [01 4:0 
O 0126!26 


Usando a notação do teorema acima, observe que: 

1º) o número de linhas não nulas em A'é 3, dai p(A)= 3. 

2º o número de linhas não nulas em [A': B]é 3 daí pifA: BJj= 5. 
Então, como p(ã) = píjã : BJ) =n=3, (5) é consistente e determinado, 


8.14) Classifique usando o Teorema de Rouché-Capelli, O sistema: 
|* + y+ Z=1 
S)jjx+2y+2Zz= 2 


Ix= y+ z=0 
Solução 
PET Ata [ES RS O 2 
1 2 dça Ca fe e E 
14 “Ro Do AQ 
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O número de linhas não nulas em A 'é 2; dai p(A) = 2. 
O numero de linhas não nulas em [A': BJé 3; daí ptA : BJ =3 


Como p(A) < pífã : BJ), (5) é inconsistente. 


58.15) Classifique, usando qo Teorema de Rouché-Capell, o sistema: 
| x+ y-27=2 
(S)i2x, y+ z=0 
dx+3y+52=4 


Solução 

+ 4 252) Javã o de 

É EO - |O 4 344] 6h = 
Ig 3 5: 0-1 3ia4 

o To 2 de] No a 

O 4 Si4lds me JEM SIA! 

jo + 314 E + 


O número de linhas não nulas em A'é 2; daí p(á)= 2. 
O número de linhas não nulas em [A': BJê2; dai pjA : BJ) =2. 
Então ptã) = píJÃ : Bl) <n=3:(5)é consistente e determinado. 


8.16) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capell, o sistema: 
3z-dy =1 
(SS) dx —- 272 =2 
|2y -3x=3-k 


segundo os valores de k. 


Solução 
O 4 314 4 0 212711 
4 0 -212 “10 4 3714 | 
-3 2 0:3-k a e Qui ak 
dd E a JD [4 06 BR A 
nos 2 Em ae E ; 
OD 4 3: 4 o 0d IJ 4 Ed 
2 ço 
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RR | Ttã 

10 -=1 = fa e 

2:12 2a O 

-|0 1 ae e 7 O q oa 

4: 4 4: 4 

TR 318 00 O !5-k 
2 ssa 


Observe que se k z 5 o número de linhas não nulas em A & 2 e daipiAj=2, 
e o número de linhas não nulas eme dai (A':BJe3edaipilA: BJ =3:(3) 
& inconsistente. 


Sek-5 em A eem[A':B7onúmero de linhas não nuas ê 2 <n= 3 (5) é 
consistente é indeterminado. 


Resumo 


K = 5: (5) É inconsistente 
k = 5: (5) & consistente e indeterminado 


Exercicios Propastos 


8.17) Use o Teorema de Rouché-Capelli para classificar os sistemas: 
X+2X, + RÉ 


D) | mt3x,+ x;-2xç=4 


3x, + X,—2x, =1 
4x, -3X,— X4=3 
Ext dx, t2x, = 4 


a) 


B.18) Use o Teorema de Rouché-Capelh para classificar 05 sistemas 


X+ M+2x,+ x,=5 [e Xam Xs =0 
a) 2X, +3X, - X,-2X, =2 Db) x +3x;+2x, -4x,=0 
(4X, +5X + 3X = 7 2x, + 3x, - x, =0 


8.19) Use o Teorema de Roucha-Capelli para classificar os sistemas: 
K+ Ho KR = ad 
Db) E +5%,-2%, =3 


E a X,+ Hy=4 
R+TX,-fx;=5 


2X, + DX 2x, = 3 


M+X,+KX, +, 20 


X+X—X, +Xy =—4 


MM +X,+X, = É 
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B.20) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, 05 sistemas: 
f2ax+3y=4 ds y=1 
2x +ay=4 Ax+ay = 2a 


segundo os valores de a, 


8.21) Discuta, utilizando o Teorema de Rouché-Capelli, O sistema: 
mx+ y+ 2Z=1 
| x+my+ ze 


x+ y+mz=-2 


segundo os valores de m. 
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Exercícios Suplementares 


HIT) 


[11.2] 


111,3) 


|11.4) 


ES) 


1.6) 


11.7) 


Para quais valores de à osistema: 


| x-2y=1 
dx+ Ly =0 
2x + dy = 2h 


admite soluções? Resolvê-lo em seguida para os valores encontrados de 2. 


Discuta, segundo os valores de à, o sistema: 
jAx+ y- 2=1 

ey +Az=0 
| X+dy = 1 


Determine m para que as duas matrizes: 


mo 141 mo14 41 
O 2? m O 2 mo6 
E BE DE o a 


tenharm a mesma caracteristica. 


Datermina m para que as duas matrizes: 
Ambio mo 
1/1 1 1 m 
m ih, m ES 
tenham a mesma caracteristica. 
Seja (8) um sistema linear homogéneo de m equações e n irncógnitas. 


Demonstre que sem <n, isto é o número de incógnitas excede o número 
de equações, (5) admite solução não-trivial. 


Mostre que se ad - bc 4 Q a mabiiz |> é equivalente por linha à matriz 


a b| 

É: d] 

Reduza a matriz 
dis PR É 


M=|2 k B 6 
+ 3 k=3 0 


à forma escalonada. 


Suponha que M & a matriz completa de um sistema linear À - X = B de 3 
equações incágnitas. Discula-o. 
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8) Seja (8) um sistema linear homogêneo de n equações e n incóágnilas, que, 
formulado matricialmente, é: 


A x=0 


Se X é uma Solução não-trivial de (5), mastre quea-X, Ae R, também cê 


LS) Sew, By denotam as medidas dos ângulos internos de um triângulo e a, b, 
c. as medidas dos lados opostos correspondentes, valem as relações. 


bcosy+Ccosfi=a 
pesar =b 
jacos|t+bcosu =c 


Resolvendo O sistema formado acima para cos «, cos ecos obtenha a 
lei dôs cossenos: 


D'+cº-a? 
tósue-" ate 
2bc 
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Capítulo 9 — Processos básicos de contagem 
Capitulo 10 — Fatorial 


Capitulo 11 — Combinações simples e arranjos 
simples 

Capítulo 12 — Cálculo do número de arranjos e de 
combinações 

Capítulo 13 


Problemas de arranjos e 
combinações 


Capítulo 14 — Permutações simples 
Capitulo 15 


Permutações com repetição 


Capitulo 


Processos básicos 
de contagem 


9.1 — INTRODUÇÃO 


A Análise Combinatória tem por finalidade determinar o número de 


possibilidades de ocorrer um dado evento, a quantidade de maneiras de se 
realizar uma certa experiência, sem, necessariamente, descrever cada uma das 


possibilidades, cada uma das maneiras. É, em sintese, um estudo de regras de 
contagem. 


Uma grande variedade de problemas puramente matemáticos, ou que 


surgem em diversos setores profissionais, em atividades esportivas ou de lazer, 
pode ser resolvida sem que sejam formalizados conceitos algébricos para sua 
solução bastando uma contagem direta ou uma simples operação aritmética. É 
muito comum aparecer esse tipo de problema durante a resolução de exercicios 
mais complicados, isso mostra a necessidade de estarmos familiarizados com os 


raciocinios (elementares) exigidos para a sua solução. Vamos, então. a um treino 
através de exercicios. 


Exercícios Resolvidos 


9.1) 


9.2) 


Quantos anos governou um ditador que tomou o poder em dezembro de 
1936 e foi deposto em dezembro de 19497 


Solução 


1º) podemos fazer uma contagem direta: os anos de governo foram 
1937, 1938, 1939, ..., 1949 


Temos, então, 13 anos de governo 


2º) observando que 1936 não se inclui nos anos de governo, podemos 
entender o problema sob o seguinte enunciado: “quantos números inteiros 
há no intervalo 11936; 1949]?" 

A resposta é dada pela diferença: 

1949 — 1936 = 13 (anos) 


Determine o número de soluções inteiras da inequação (x — 36) (x — 49) s O. 
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9.3) 


134 


Solução 
Resolvemos, inicialmente, a inequação: 
(x - 36) (x- 48] <Q 


36 49 x 
+00 - d+ 


V=fxeZ|36sxs 49) 


A exemplo do que fizemos no exerclcio anterior, 6 número de soluções 
interas pode ser oblido por contagem direta (36, 37. 38, ..., 49 — id 
soluções) cu determinando, por diferença, quantos números inteiros hã no 
intervalo (36, 49); nesse caso, no entanto, devemos notar que apenas à 
diferença 48 — 36 não fornece o total correto pois, o contrário de exercicia 
anterior, O extremo inferior do intervalo (36) esta incluido entre as soluções, 
devendo. por isso, ser acrescentado como um elemento a mais. Portanto, 0 
número de soluções é dada por 


49-36 +1=14ouainda: 49-35 =14 
Os diagramas abaixo ilustram as soluções dos dois exercicios: 


anos de governo 


E" 
1836 1937 1938 1939 es 1949 1950 
N a k / 
v 


1949 - 1936 = 13 anos 


soluções inteiras 


3 36 37 38 39 49 50 


“AZ 
49 - 35 = 14 soluções 
Quantos anos bissextos houve entre 1839 e 1978? 
Solução 


tembremos que um ano bissexto é representado por um múltiplo de 4, ou 
seja, é da forma 4k onde ke Z. Devemos, então, determinar quantos 
valores pode k assumir, de modo que 

15349 < dk < 1978 
(note que isso nos leva de volta ao exercicio anterior: "quantas soluções 
inteiras tem a inequação acima?”) 
Temos, então: 


1839 1978 
qks— 


4 4 


459,75 <k < 494,50 


9.4) 


9,5) 


soluções inteiras 


459 460 461 cas “ga Ags 


o É 
494 - 459 = 35 soluções 
Assim, obtemos k = 35, ou seja, houve 35 anos bissextos entre 1839 e 19785. 


Determine a quantidade de múltiplos de 7 existentes entre os 450 primeiros 
numeros nalurais. 


Solução 


O problema fica resolvido com seguinte interprelação: “quantas vezes 7 
'“cabe' em 4507”. Uma simples divisão nos fornece a resposta: 


450 | 7 
30 64 
2 


Logo, temos 54 multiplos de 7 entre os 450 primeiros naturais 


Observação — Para um leitor (matematicamente) bem informado, os quatros 
exercicios acima poderiam ser resolvidos com os conceilos de progressão 
aritmetica pois, em todos eles, as sequências de números que constituem 
as soluções são progressões arimeéticas Por exemplo, no exercício 3. os 
anos bissextos (múltiplos de 4) entre 1839 e 1978 constiluem uma PA de 
razão 4, 

1839 < 1840; 1844; 1848:...: 1976 < 197B 


onde aj = 1840 & o mútiplo de 4 imediatamente superior a 1839, e an = 1976 
é o mútiplo de 4 imediatamente interior a 1476. 
Então, o número de termos n da progressão pode ser determinado pela 
expressão da termo geral de uma progressão aritmética: 
an=aytin=1)"r 

Assim: 

1976 = 1840 +(n- 1)-4, 
e daí; 

n= 35 


Treze times disputam um campeonato de futebol em um único tumo (isto é, 
dois limes se defrontam uma única vez). ÀÃo vencer uma partida, um time 
ganha 2 pontos; ao empatar, ganha 1 ponto. Pergunta-se: 


a) quantas vezes cada time deve jogar? 
b) qual o máximo número de pontos que um time pode obter? 
€) qual o maior valor possivel para soma dos pontos de dois times? 


Solução 


a) Um qualquer dos 13 times deve jogar com outros 12. Assim, cada time 
joga 12 vezes. 
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b) O maior numero de pontos é obtido por um lime que ganha todas as 
panidas Assim, 


- ganhando 12 jogos 
- Por 1990 recebe 2 ponlos 
o número máximo de pontos é 12 .2=24 


C) O maior valor da soma de pontos de 2 times A e B ocorre quando Aeb 
são OS times que mais pontos conseguiram ao longo do torneio. Devemos 


considerar duas hipóteses, nas quais o resultado é o mesma, como 
veremos 


1º) se, por exemplo. A ganhou todas as partidas (é campeão com 24 
pontos) e B é o time que mais pontos conseguiu depois de À € maior 
numero de pontos que B pode conseguir é 22 pois, de seus 12 jogos, 
pode ganhar 11, mas é derrotado no jogo contra À. Ássim, a soma 
máxima ê& 


24 + 22 =48 


2*)se A e B são ambos campeões, com c mesma número de pontos 
Cada um pode ter obtido, no máximo, 23 pontos pois, das 12 partidas 


que cada um disputou, 11 foram vencidas e uma empatada. Assim, a 
soma máxima é 


23+23=46 
9.6) Na linha de controle de qualidade de uma indústria, um operário inspeciona 
uma máquina sob o seguinte crilério: se a máquina produz 3 peças 
consecutivas perfeitas, & aprovada (isto é continua em operação normal). se 
a máquina produz 2 peças defeituosa, é rejeitada (isto é, para de produzir). 
Sabendo que uma certa máquina tem velocidade de produção de 2 peças 
Por minuto, pergunta-se: 
a) qual o fempo minimo de INSpEção para essa máquina ser aprovada? 
b) se uma dessas máguinas foi rejeitada em 90 segundos, a caracteristica 
de qualidade (perfeita ou defeituosa) das peças produzidas nesse tempo 
acoarreu em que ordem”? 
Solução 
a) segundo q crilério, vemos que a provação da máquina ocorre no menor 
lempe possivel se as Lrés primeiras peças observadas são perfeitas. 
Assim, a 30 segundos por peça, temos uma inspeção de 90 segundos. 
b) em 90 segundos, trés peças são produzidas, se houve rejeição da 
maquina, duas dessas peças salram com defeito. Se a primeira for 
perfeita, as outras duas são, obrigatoriamente, defeiluosas. Se a primeira 
foi defeituosa, a segunda deve ler sido perfeita e a terceira defeituosa 
(pais, se a primeira e segunda fossem defeituosas, & rejeição se daria 
em 80 segundos). Portanto, as possibilidades são: 
1º — perfeita 2" — defeituosa 3º — defeituosa 
Ou 
1º — defeituosa 2" — perfeita 31 — defeituosa 
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9.7) 


9.8) 


Numa gaveta há 20 meias pretas e 20 meias marrons, podendo duas meias 
ser diferenciadas apenas pela cor. Qual o número minimo de meias que 
uma pessoa deve retirar, no escura, para ter a certeza de formar um par da 
mesma cor? 


Solução 


Se a pessoa retirar somente duas meias, & evidente que nada garante que 
tenham a mesma cor: podem ser uma preta e uma marrom. Retirada um 
terceira, qualquer que seja sua cor, ela formará par com uma das já 
retiradas. 

Assim, O número minimo é 3. 


Uma caixa contêm n etiquetas, numeradas de 1 à n. De quantos modos 
podemos retirar duas etiquetas com números conseçutivos”? 


Solução 


Os possiveis pares de etiquetas, com números consecutivos, que podem ser 
formados são: 


etiquetas 122 

ou etiquetas 2 e 3 

du etiquetas 3 e à 

& assim por diante, atê o par formado pelas etiquetas n= 1 en. 

A quantidade de pares assim compostos representa o total de maneiras de 
se retirar as duas etiquetas pedidas. 

Devemos, então, efetuar a contagem: quantos daqueles pares existem” 
Vamos fazer novamente a lista dos pares possiveis, na ordem natural, 
colocando ao lado de cada um, a posição que ele ocupa nessa lista; 


> 4º 


memo “2 


na 


, 
ta 
[o] 


h 


Notemos que O número que representa a posição do par na lista é sempre 
igual ao primeiro elemento do par. Por exemplo, o par formado pelas 
etiquetas 3 e é 3º q que quer dizer que, até efe, há três pares. Portanto. 
como o útimo elemento da lista é formado pelas etiquetas n = 1 en. sua 
posição é n — 1, existindo assim n — 1 pares de números consecutivos, O 
que corresponde a modos de retirarmos as etiquetas. 
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Exercícios Propostos 


9.5) Quantos anos viveu uma pessoa que: 
aj nasceu em dezembro de 1910 e morreu em dezembro de 1977? 
b) nasceu em janeiro de 1893 e morreu em dezembro de 1949? 
c) nasceu em dezembro de 1898 e morreu em janeiro de 1979? 


9 10) Sendo a e b números inteiros e a < b, determine a quantidade de elementas 
inteiros que hã em cada um dos intervalos seguintes: 


a) Ja, b) c) fa: d] 
b) fa; bl d) Ja, bl 
2.11) Determine o número de soluções inteiras de cada uma das seguintes 
Equações: 
aj2s dx 411 b) 4<Yx+3<7 


9.12) Quantos anos bissextos houve entre 1589 e 1725? 


913) Quantas semanas completas hã em: 
a) 1 ano? b) 1000 dias? 


9.14) Numa urna há 500 bolas numeradas de 1 a 500. De quantos modos é 


possivel retirar uma bola que tenha um; 
a) múltiplo de 2? 

b) multiplo de 3? 

c) múltplo de 119 


9.15) Suponha que, no início de um jogo de azar, você tenha R$ 15,00 A cada 


jogada, se você vencer, ganha R$ 1,00 e, se perder, paga R$ 2,00. Ao final 


de cinco jogadas, quais os possíveis valores máximos s mínimos do dinheiro 
que você pode ter? 


9.16) No exercicio anterior, suponha que você tenha direito a, no máximo, dez 


jogadas. Se você nunca vencer, em quantas das dez você não pode 
participar? 


8.17) Ainda no exercicio 9.15, admita que após três jogadas você esteja com Os 


mesmos R$ 15,00 do início. Chamado de V e P as jogadas vencida e 
perdida. respectivamente, descreva as possíveis ordens em que ocorreram 
os resultados das três jogadas. 
918) Numa gaveta há 5 pares de aboloaduras. Não existem dois pares iguais, 
mais as peças não são diferenciáveis palo tato. Operando no ESCUTO, 
quantas abolgaduras deve uma pessoa retirar, no minimo, para ler certeza 
de formar. 


a) um par? b) dois par? 


9.18) Uma caixa contém n etiquetas, numeradas de 1 a n. De quantos modos é 
possível retirar três etiquetas que possuam números consecutivos? 


9.20) Nas junções dos elos de uma corrente foram fixadas n etiquetas numeradas 
de 1 an (uma etiqueta em cada intersecção). Quantos elos tem essa 
corrente? 


9.2 — DIAGRAMAS DE ÁRVORE 


Um dispositivo muito útil na determinação do número de possibilidades de 
um evento é o diagrama de árvore, que consiste na construção de uma figura na 
qual cada possibilidade é descrita, obtendo-se ao final, o total de possibilidades 
de ocorrência do evento. 

Vejamos alguns exemplos. 


Exercícios Resolvidos 


9.21) Dois indivíduos A e B vão disputar um torneio de tênis. O primeiro a vencer 
dois jogos vencerá o torneio. De quantos modos diferentes poderá 
desenrolar-se o torneio? Qual o número máximo de partidas que podem ser 
realizadas? 


Solução 


Ao final de cada jogo, as possibilidades são apenas: vencer À ou vencer B 
o diagrama de ávore representa essas hipóteses da seguinte maneira; 


A 


B 


onde o vértice do ângulo representa o inicio de um jogo e as extremidades 
dos segmentos representam o fina! com o respectivo vencedor. Se a figura 
acima for o diagrama correspondente ao 1º jogo, continuariamos assim: se 
A venceu o 1º, 2º jogo pode ser vencido por À ou por B; temos, então: 


A 
A 
B 
B 
mas, devemos pensar na hipótese de B ter vencido o 1º jogo: então 
desenhamos: 
A 
A 
B 
A 
B 
B 
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9.22) 
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Assim. vamos ramificando a árvore com as hipóteses de vencedor para 
cada novo jogo 

Quando parar - O final de um ramo é determinado pelo enunciado do 
exercicio; nesse exemplo, o torneio se encerra no momento em um dos 
jogadores ganhou a partida pela segunda vez. Na última figura, o diagrama 
nos mostra a seguinte situações: 


onde vemos que, na primeira hipótese, A venceu os dois jogos e, na quarta 
hipótese, B venceu os dois jogos. Em ambos os casos 0 torneio encerra 
Para a visualização desse fato no diagrama, colocaremos uma “moldura” em 
torno do elemento final. 

Com essas considerações, podemos agora construir um diagrama de árvore 
completo, acrescentando ao término de cada a leitura daquela possibilidade 


Temos, então, que o torneio poderá se desenrolar de 6 modos e que o 
número máximo de partidas é 3 (note que ávore tem 6 pontos finais e que os 
ramos “mais longos” correspondem a 3 jogos). 


Suponha que, no início de um jogo, você tenha R$ 5,00. A cada jogada, 
se você ganhar, recebe R$ 1,00 e, se perder, paga R$ 1,00. Ao final de 3 
jogadas, determine: 

a) de quantos modos o jogo pode se desenvolver: 

b) as possíveis quantias em dinheiro que você terá no final. 


Solução 


a) Para construirmos o diagrama de árvore correspondente aos resultados 
do jogo, vamos adotar as letras G e P para representar, 
respectivamente, as hipóteses: ganhar e perder, (Notemos que o ponto 
final de cada ramo deve ocorrer após a terceira jogada ) 


Como o diagrama apresenta 8 pontos finais, existem 8 maneiras 
diferentes do jogo se desenvolver. (Deve ser observado que o que 
diferencia, por exemplo, a ocorrência GGP da ocorrência GPG é a ordem 
dos resultados, já que, em ambas, o jogador ganhou duas vezes e 
perdeu uma.) 


b) Para a determinação das possiveis quantias finais em dinheiro 
devemos, para cada uma das possibilidades, somar ou subtrair R$ 1,00 
à quantia inicial (R$ 5,00), conforme as jogadas apresentam as letras G 
(ganhar) ou P (perder). Assim, temos: 


OCORRÊNCIA | GGG | GGP | GPG | GPP | PGG | PGP | PPG | PPP | 
LR Sale loetcad ela tado: 


ou seja, as possiveis quantias (distintas) são: 
R$ 2.00; R$4,00; R$ 6,00; R$ 8,00 


9.23) Quatro pessoas À B Ce D estão reunidas para escolher, entre elas, o 
presidente, o secretário e o tesoureiro de um clube, não podendo uma 
pessoa acumular dois cargos. Quantas e quais são as diretorias que podem 
ser formadas? 


Solução 


O diagrama de árvore correspodente a esse problema tem três fases: 
primeiro, a escolha do presidente (pode ser À, B C ou Disto é 4 
possibilidades); em seguida, a escolha do secretário (note-se que, escolhido 
o presidente, há apenas 3 possibilidades para a escolha do secretário); 
finalmente a escolha do tesoureiro (para essse, restarão apenas 2 possiveis, 
já que os outros dois já foram escolhidos). Assim, temos: 
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r RS] 
| Possíveis | 
| diretorias 1 
— 4 


| 
| 
| 
I 
| 
I 
I 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
J 
| 
| 
| 
l 
| 
l 
| 
' 
| 
| 
| 
| 
) 
| 
| 
| 
| 
l 
| 
) 
| 
| 
Ed 


Há, portanto, 24 possibilidades de compor a chapa de diretores. (Note-se 
que a diretoria ABC, por exemplo é diferente de BAC, apesar de 
parliciparem delas os mesmos elementos: a ordem designa: 1º - Presidente, 
2º - Secretário e o 3º - Tesoureiro. 


Exercicios Propostas 


9.24) 
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Um jogo é realizado lançando-se inicialmente um dado (seis faces, 
numeradas de 1 a 6) e, em seguida, uma moeda, sendo cada resultado 
desse jogo formado, portanto, por um par ordenado (resultado no dado; 
resultado na moeda). Descreva, através de uma árvore de 
posssibilidades, todos os resultados possíveis. 


9.25) 


9.25) 


9.27) 


9.28) 


9.29) 


Dados os conjuntos E =(1,5:6B, 7The F=([0 4 7), descreva, através de um 
diagrama de árvore, todos os elementos do produto cartesiano E x F. 


Com os algarismos 2, 4, 5 e 8 e utilizando um diagrama de árvore, 
determine quantos e quais são os números de lrês algarismos distintos que 
podem ser formados. 


No início de um jogo de azar, um indivíduo tem R$ 20,00. A cada jogada, se 
vencer, ganha R$ 3,00 e, se perder, paga R$ 4,00. Ao final de três jogadas, 
determine as possíveis quantias em poder desse jogador e O número de 
maneiras do jogo se desenvolver. 


Na linha de controle de qualidade de um industria, um operário inspeciona 
uma máquina (cuja velocidade de produção é de um peça a cada 15 
segundos), sob ao seguinte critério: se a máquina produzir 3 peças 
consecutivas perfeitas, ela é aprovada (isto é continua em operação) se a 
máquina produzir 2 peças defeituosas, é rejeitada (isto é, para de funcionar) 
Sobre essa máquina, pergunta-se: 

a) de quantos modos pode se desenvolver sua inspeção”? 

bj) em quantos desses modos ela é aprovada” e rejeitada” 

c) qual o número máximo de peças que devem ser gbservadas? 

d) qual o número máximo de duração da inspeção? 


Um individuo tem oportunidade, num jogo, de lançar um dado no máximo 
cinco vezes. Em cada lançamento, ele ganha ou perde R$ 20,00. Começarã 
com R$20,00 e parará de jogar antes de completar cinco vezes se ficar sem 
dinheiro ou se quadruplicar seu capital inicial [isto & quando estiver R5 
80,00) Determine de quantos modos pode o jogo se desenvolver. 


9,3 — PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (REGRA DO PRODUTO) 


Neste item vamos formalizar um dos principais conceitos da Análise 


Combinatória: a Regra do Produto. Afirmamos, sem exagero, que à entendimento 
dessa Regra é fundamental para a resolução da maioria dos problemas que 
enfrentaremos nos próximos capitulos. 


Consideremos, inicialmente, os seguintes exemplos, 


Exemplos 


a) Uma sala tem 3 portas de entradas e, nesse sala. hã outras duas portas 
que dão para um terraço. De quantos modos uma pessoa pode atingir o 
terraço passando pela sala? 


— 4 A-— 


a SALA 
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É evidente que podemos resolver O problema construindo um diagrama de 


árvore: past 
a Da 

2—» 1 (4:2) | 

fe, Bm! 

Re = (Boy 

| 

|) 

| 


Temos, então 6 possibilidades No entanto, podemos chegar a esse 
resultado bem mais rapidamente (e com pouco trabalho) se observarmos que, para 
cada porta escolhida para se entrar na sala há duas possibilidades de se chegar ao 
terraço; assim, como podemos escolher qualquer das três portas para iniciarmos o 
percurso, temos 


possibilidades de completá-lo. 


b) Um jogo é realizado lançando-se um dado de quatro faces e, em 
seguida, uma moeda (um dado de quatro faces é um tetraedo, com as 
faces numeradas de 1a 4- veja a figura). Cada resultado, portanto é um 
par ordenado onde o primeiro elemento é o número obtido no dado e o 
segundo elemento é a face obtida na moeda (cara ou coroa). Quantos 
resultados são possiveis? 


Também aqui é possivel construir um diagrama de árvore; representando as 
faces da moeda por Cfcara) e K(coroa), temos: 


] 

C—s» | 
e (3:K) 1 
] 

c (4:C) 1 
a (4:K) | 
] 
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Existem, portanto 8 resultados possíveis. 

Mas, sem o auxilio da árvore, podemos chegar ao mesmo número: notemos 
que, para cada número obtido no dado é possivel formar dois resultados finais (por 
exemplo, ocorrendo o número 3, os resultados podem ser (3; €) ou (3, K)): como 
há 4 possibilidades para o número, então há 


possibilidades finais. 


c) Quatros pessoas À B Ce D estão reunidas para escolher, entre elas. q 
presidente, o secretário e o tesoureiro de um clube, não podendo um 
pessoa acumular dois cargos. Quantas diretorias diferentes podem ser 
formadas? 


No exercicio 9.23, já construímos O diagrama de árvore correspondente a 
esse problema, dando-nos as 24 possibilidades existentes. Esse é um bom 
exemplo para percebermos que, à medida que os números & as condições do 
problema aumentam de dificuldade, o diagrama de arvore se torna trabalhoso em 
demasia e, na maioria dos casos que vamos estudar, ele é impraticável. Devemos, 
por isso, aprimorar o raciocinio que nos leva ao resultado sem utilizarmos tal 
diagrama. 

Nesse exemplo, deve ser observado que, para cada presidente escolhido, 
há três maneiras de escolher o secretário, (por exemplo, se À é presidente, o 
secretário pode ser B ou G ou D; como hã quatro possibilidades de escolher É 


presidente, hã 
4:3=12 


modos de escolher presidente e secretário. 

Escolhidos o presidentes e o secretário, restam apenas duas possibilidades 
de escolha do tesoureiro (por exemplo, se À é presidente e €C é secretário, O 
tesoureiro pode ser B ou Dj). Isto quer dizer que, para cada dupla presidente — 
secretário escolhido, há 2 modos de se completar a diretoria, como há 12 dessas 


duplas, hã 
12-2=4-3-2=28 


possibilidades de formação da chapa de diretores. 
A análise desses lrês exemplos nos permitirá generalizar uma propriedade 
que lhes é comum. 


4º observação: nos três problemas apresentados, à experiência proposta 
em cada um é dividida em fases, em etapas, em acontecimentos distintos E 
ordenados; veja: 


No exemplo a, a experiência ir aléê ao ierraço passando pela sala se 
subdivide em 


4º fase: entrar na sala 
2" fase: passar da sala ao terraço 


No exemplo b, à experiência fançar um dado e uma moeda se subdivide em 


1º etapa: lançar o dado 
2º etapa: lançar a moeda 
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No exemplo c, a experiência escolher uma diretoria se subdivide em 


4º acontecimento: escolher o presidente 
2º acontecimento: ecolher o secretário 
3º acontecimento: escolher o tesoureiro 


Cada fase, etapa, acontecimento em que se divide uma experiência pode 
ser chamado de evento. Note que um certo evento pode ou não depender do 
evento que o precedeu a escolha da porta para se entrar na terraço não depende 
da porta ulilizada para se entrar na sala; a face obtida nó lançamento da moeda 
não depende do eventual número obtido com o dado; a escolha do secretário 


depende do presidente escalhido; a escolha do tesoureiro está condicionada às 
escolhas do anteriores. 


2º observação: nos três exemplos, o total de possibilidades, o número final, 
é o produto das possibilidades de cada fase, de cada elapa, de cada 
acontecimento, de cada evento: enfim: 


No exemplo a 
1º evento: 2 possibilidades 


2º evento: 2 possibilidades 
TOTAL: 3:2-=6, 


No exemplo b 

1º evento. 4 possibilidades 

2º evento: 2 possibilidades 
TOTAL: 4. 2=8 


Na exemplo c 

1º evento: 4 possibilidades 

2º evento: 3 possibilidades 

3º evento: 2 possibilicades 
TOTAL 4:3:2=24 


Podemos, agora, enunciar a Regra do Produto qu o Principio 
Fundamental da Contagem. 


Princípio Fundamental! da Contagem 


Se um evento 41 pode ocorrer de m modos diferentes e se para cada 
um desses mn modos um segundo evento Az pode ocorrer de n2 modos 


diferentes, então o número de modos em que esses eventos podem | 
ocorrer na ordem indicada é: 


pa: nz 


Exercícios Resolvidos 


9.30) Ligando as cidades Ae B, há 7 linhas de ônibus e, ligando as cidades Be C 


9.31) 


há 6 linhas. Não há ligação direta entre A e C. Determine o número de 
modos de se ir de ônibus: 

a) de À para C 

b) de Aa Ce, em seguida, voltar para À 


Solução 


a) para seirde À para €, deve-se obrigatoriamente, passar por B. 


Temos, então, dois eventos distintos: 


1º evento: irde À a B -» 7 possibilidades 
2º evento: irde Ba € — 6 possibilidades 


Logo pela Regra do Produto, temos um total de: 
71:6=42 
modos de se ir de A para C. 


b) para se ir de A para C e voltar para À, passa-se por B na ida e na volta; 
há, portanto, quatro fases distintas no percurso: 


1º evento: irde A a B > 7 possibilidades 
2º evento: irde Ba €C —> 6 possibilidades 
3º evento: irde C a B — 6 possibilidades 
4º evento: irde Ba À > 7 possibilidades 


Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos um total de 
7-6-6-7=1764 
Modos diferentes de realizar o percurso. 


No exercício anterior, de quantos modos pode se irde Aa C e voltar para A 
utilizando, na volta, linhas de ônibus diferentes das utilizadas na ida? 
Solução 


Temos, ainda, 4 fases de percurso; as duas primeiras não sofreram 
alteração: 


1Yirde Aa B —» 7 possibilidades 
2%) irde Ba C —» 6 possibilidades 
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As duas últimas, no entanto, sofreram a restrição de não utilizar as linhas de 
ônibus escolhidas na ida, assim, para se ir de C a B, temos apenas 5 
possibilidades pois a 6º corresponde à linha utilizada na ida, &, para se ir de 
B a À. temos 6 possibilidades, pois a 7º corresponde à linha usada no 
percursode A aB. 


SWirdeCa B> 5 possibilidades 
aYirde Ba A > 6 possibilidades 


Logo, o total de modos é 
7-6-:5-6=1260 


Numa cidade, os números de telefones são formados de 7 algarismos sendo 
os à primeiros correspondentes ao prefixo de uma estação telefônica: 


prefixo 
Pergunta-se: 


a) Quantos telefones existem com q prefixo 258? 


b) Em quantos número de telefones com prefixo 258 o primeiro dos quatro 
útimos algarimos não é zero? 


Solução 


Estando determinado o prefixo (258), devemos notar que a formação de um 
numero completo de telefone se desenvolve em 4 etapas sucessivas: a colo- 
cação do primeiro, do segundo, do terceiro e do quarto algarismos restantes: 


eventos 
4º 2 do go 


[a[s[s]-[30)C)0] 


Temos. para a formação, um “estoque de 10 algarismos (de O a 9). 


a) Como um número de telefone pode ter algansmos repetidos (por 
exemplo 258-4334), para 1º temos 10 possibilidades; para p 2º, temos 
novamente 10 possibilidades - pois pode haver repetição do algarismo 
usado na primeira posição -, e assim por diante: 

1º 22 30 4 


[als [e)-[ICICID) 


— ui 


Assim temos um total de 
10-40 -10-10=104=10 000 
Telefones (desde 2548-0000 até 2589-9999) 


b) Como 1º dos qualros algarismos finais não pode ser zero, temos. para 
esse algarismo, 9 possibilidades (de 1a 9). ja para o 2º, voltamos a ter 
10 possibilidades (pois o zero já pode ser usado), assim: 


42 22 qn 4e 


[2/5 [8] DI DALILO 


possibilidades: de “40 10 Es E 


0 [õi——— e 


Logo, temos um total de 
9-10-10-10=9000 
Número desses telefones (desde 258-1000 alé 2568-9999). 


9.33) Quantos números de 5 algarismos distintos hã em nosso sistema de 


9.34) 


numeração? 


Solução 


Temos 5 eventos que completam a experiência: escolha do 1º algarismo, 
escolha do 2º, do 3º do 4º e do 5º. 


10 pn a” Fa kried 
FE A 


Não podemos esquecer que os números não podem começar por zero pois, 
por exemplo, 0548? = 5dBY não é um número de 5 algarismos. Portanto, 
temos 9 possibilidades para o 1º Depois de escolhido o primeiro 
algarismo, jà podemos utilizar o Zero para o 2º, no entanto, como queremos 
algarismos dislintos (não pode haver repetição), não podemos contar com o 
algarismo escolhido para a 1º posição, assim, temos novamente 9 
possibilidades, agora para o 2º evento. 

Para o 3º evento, temos & possibilidades (os 10 algarismos do sistema 
menos o algarismos usados no primeiro e menos o algarismo usado no 
segundo). Finalmente, para o dº e o 5º eventos, lemos, respeclivamente. 7 & 
5 possibilidades. 

4º 29 au 4º so 


EMEA 
A oie 


possibilidades: | 9 ES Gi 


ou — o— e 2. am o a q 


Logo, o tata! de números é 
9.9.8. 7-6=27 216 


Quantos números Impares, de 5 algarismos distintos, hã em nosso sistema 
de numeração? 
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210 


Solução 
49 Do na 40 KO 


EEE Las) 


Para que o número formado seja impar, devemos iniciar o problema 
satisfazendo essa exigência: o algarismo final deve impar, podendo, ser o 1, 
0305 070u o 9 oquenos dá 5 possibilidades para a escolha do 
algarismo que pode ocupar a 5" posição. 

Já para a 1º casa, temos ê possibilidades, pais dos 10 algarismos dê que 
dispomos, não podemos ulilzar o zero (veja o exercicio anterior) nem o 
algarismo escolhido para a 5º casa. 

Para a 2". já podemos utilzar o zero; mas não podemos usar os algarismos 
escolhidos para a 5º e 1º posições, o que nos dá, novamente, 8 
possibilidades. 

Da mesma forma, para a 3º posição temos ? possibilidades e, para a 4º, 6 


possibilidades. 
41º 2º 30 49 5º 


CILIL IL] limear] 


——— o o—o— as mis Lo a 


Assim, temos um total de 
B:B:7:6-5=13440 
números 


Num pais, as placas dos automóveis são constituidas de duas letras, 
seguidas de três algarismes. Zeros podem aparecer em qualquer posição, 
mas placas com três zeros são excluldas. Se é usado um alfabeto de 26 
letras, quantas plaças diferentes podem ser formadas? 


Solução 
letras algarismos 


Resolvemos esse problema da seguinte maneira: primeiro caleulamos o Iotal 
de placas. Sem considerar a resifição dos três zeros; em seguida, 
calculamos o número de placas quem tem frês zeros, evidentemente, essa 


quantidade representa as placas que não devem ser contadas. Assim, a 
diferença entre esses totais nos dará o resultado final. 


1º) cálculo do tofal de placas (sem a restrição) 


Como o enunciado não exige que letras e algarismos sejam distintos, 
supomos que pode haver repetição (por exemplo, KK-288) 

Assim, para a primeira letra, há 26 possibilidades: depois de escolhidas a 
primeira letra, temos novamente 26 possibilidades para a segunda (pois 
pode haver repetição), escolhida a segunda letra, temos 10 possibilidades 
para o primeiro algarismo, 10 para o segundo 10 para o terceiro; assim: 


936) 


umas. - 


possibilidades: : 26 26 10 10 104 


e. e — — um a Lou 4 uy 


Isso nos dá 26 - 28 10-10-1410 = 676 000 placas 


2º) cálculo do número de placas com três zeros 

Notando que se, as placas devem ter três zeros, não haverá variação de 
algansmo, devemos apenas calcular as possibilidades de variação das 
letras (por exemplo, AA-OOD, AB-000) Para a primeira, temos 26 
possibilidades; para a segunda, também temos 28 possibilidades: 


43 2a fixos 


possibilidades: 125 261 


Temos então, 268 - 26 = 676 placas com trás zeros 
Finalmente, à número de placas que podem ser formadas é 
Ara 000 — 676 = Br7S 324 


Um salão de baile tem 6 portas. De quantos modos esse salão pode estar 
aberto? 


Solução 


Para cada porta, há apenas duas possibilidades ou está aberla ou está 


fechada. 
portas 
Ms 


Ec a) o e Sea GR UR E im E ES as 


Então, o total de possibilidades para a situação das portas É 
22-22. 2:2=28= 64 
(note que essas Bá possibilidades descrevem as situações: todas abertas, 
ou todas fechadas, ou uma aberta e as outras fechadas, assim por diante). 
Para que o salão esteja aberto, é necessário que haja pelo menos uma 
porta aberta. Como uma das B4 possibilidades corresponde a todas as 
portas fechadas, a resposta correla é 
64 -1=53 
mados do salão estar aberto. 
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8.37) De quantos modos podemos pintar 7 casas enfileiradas, dispondo de é 
cores, sendo que cada casa é pintada de uma só cor e duas casas vizinhas 
não são pintadas com a mesma cor? 


Solução 


Para a pintura da primeira casa, podemos escolher qualquer uma das cores 
disponiveis; lemos, então, 4 possibilidades. 

Para a segunda, temos 3 possibilidades, pois não podemos usar a mesma 
cor da primeira 

Já para a terceira casa, também temos 3 possibilidades, pois só não 
podemos utilizar a cor da segunda casa, podendo novamente usar a cor da 
primeira, já que a primeira e a terceira não são vizinhas. 

Assim, para cada uma das outras quatro casas, temos 3 possibilidades 


possmindades 


“io o a do 


Logo. o numero total de modos de se pintar as casas é 
4:3:3:3:3-3-3= 2916 


9.38) Dispõe-se de 3 livros, 5 cadernos e 8 canetas para se distribuir entre dois 
estudantes. Todos os objetos devem ser distribuídos, mas não há 
necessidade de uma divisão equânime, De quantos modos isso pode ser 
feito? 


Solução 


Na distribuição dos livros, o primeiro estudante pode receber nenhum, um, 
dos ou três livros (nole que, fixada a quantidade que o primeiro póde 
receber, automaticamente fica fixada a quantidade que o segundo recebe 
(por exemplo se o primeiro não recebe nenhum, o segundo recebe três, sa € 
primeiro recebe um, o segundo recebe dois). Temos, então, 4 possibilidades 
para às fivros (0, 1,2, 3) 

Da mesma torna, dos 5 cadernos o primeiro pode receber as quantidades O, 
1,2,3. 4 0u 5, dando, poranto, & possibilidades 

Analogamenle. temos 9 possibilidades para distribuir as 5 canetas. 

Logo, pela regra do produto, o total de modos de efetuarmos a distribuição é 


4:6:9=216 
9.39) Dispondo-se de 10 bola, 7 apitos e 12 camisas, de quantos modos esses 


objetos podem ser distribuidos entre duas pessoas, de modo que cada uma 
receba, ao menos, 3 bolas, 2 apitos e 4 camisas? 


Solução 


Na distribuição das bolas, a primeira pessõa pode receber 3 (quantidade 
minima). 4, 5, 6 ou 7 (quantidade máxima para que a segunda possa 
receber no minimo 3). Temos, então, 5 possibilidades. 
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Na distribuição dos apitos, as quantidades podem ser 2,3, 4 ou 5, dando, 
portanto, à pússibilidades. Para as camisas, podemos dar ao primeiro d, 5, 
& 7 ou 8 isto é. lemos 5 possibilidades, 

Assimotolaldemodos é 5 -4-5= 100 


Exercicios Fropastos 


9.40) 


9.41) 


q 42) 


9.43) 


9.44) 


9.45) 


9.46) 


0,47) 


Numa estação de metrô, hã à bilheterias, & “borboletas” receptoras de 
bilhetes e Z escadas de acesso à plataforma de embarque. De quantos 
mados uma pessaa pode comprar um bilhete e tomar o trem, usando uma 
“borboleta” e uma escada? 


Um automóvel é oferecido pelo fabricante em 8 cores diferentes. 3 tipos de 
acabamento isuperluxo, luxo e especial) e com malor de quatro, seis ou oito 
cilindros. Quanlas são as alternativas de escolhas de um comprador? 


Lançando-se um dado de 6 faces e, seguida um dado de 4 faces, quantos 
resultados são possiveis? (Cada resultado é um par ordenado onde o 
primeiro elemento é um número obtido no prmeiro dado e segunda 
elemento & o número obhido no segundo dado ) 


Quantas resultados são possiveis lançando-se: 
a) dois gados (8 faces)? 
b) três dados (4 faces)? 


Quantos números de três algarismos podem ser formados usando os 
algarismos 1,3, 4,5 e 9? 


Quantos números de três algarismos disuntos podem ser formados usando 
os algarismos 2, 4,8, 7, 8 e 99 E de seis algarismos distintos”? 


Um pais À estã ligado à um pais B por vias ferroviária, rodoviária, maritima e 

aérea. Os paises Be & estão ligados apenas por vias marítima e aérea. De 

quantas modos um pessoa pode viajar, sempre passando peito pais B, 

a) de À para €. utilizando quaisquer das vias citadas” 

b] de 4 até Ce voltar para à de modo que, na volta, não utilize as mesmas 
vias utilizadas na ida? 


Ac cume de uma montanha conduzem 10 caminhos diferentes e um 

teleférico (bondinho) que aqui consideramos ser um caminho “aéreo”. De 

quantos modos um pessoa pode subir e descer 

a) por caminhos quaisquer? 

bj por caminhos terrestres? 

c) por caminhos quaisquer, não utilizando na descida o mesmo utilizado na 
subida? 

d) por caminhos terrestres, não utilizado na descida o mesmo ulilizado na 
subida? 


Esta 


9.48) 


9.49) 


9.50) 


9.51) 


q.52) 


953) 


2,54) 


2.55) 
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Numa cidade, os números de telefone são formadas de uma prefixo de 3 

algarismos, seguidos de oulros 4 algarismos. O primeiro algarismo do 

prefixo & sempre um elemento do conjunto (2, 3: 5: 6, 7; 8, 9) os demais 

algarismos são quaisquer. Nessas condições, quer-se saber. 

a) quantos telefones podem ser instalados nessa cidade? 

b) quantos números de telefone tem os 4 algarismos finais distintos? 

c) quantos números de telefone tem q primeiro dos quatro últimos 
algarismos diferentes de zero? 

d) quantos números de telefone tem os quatro algarismos finais distintos e 
o primeiro desses quatro diferente de zero? 


Quantos numeros há em nosso sistema de numeração 
a) de 4 algarismos? 
b) de 4 algarismos distintos” 


Quantos números impares, de 4 algarismos distintos, hã em nosso sistema 
de numeração? 


Num pais. as placas de automóveis são conslituidas ce duas letras 
seguidas de quatro algarismos. Sendo usado um alfabeto de 23 letras, 
quantas placas podem ser formadas se é permitida a repetição 

a) apenas dos algarismos? 

b) apenas das letras”? 

c) das lelras é dos algarismos? 


Num país, as placas dos veiculos são constiluidas de duas letras, seguidas 
de dois algarismos, sendo permitida a repetição de letras e de algarismos. E 
utilizado um alfabeto de 26 letras. Zeros podem aparecer em qualquer 
posição, mas placas com dois zeros são excluídas. Além disso, nesse pais, 
os veiculos de aluguel tem placas de cor vermelha e os particulares, de cor 
amarela. Nessas condições, quantas placas podem ser formadas”? 


Num pais, as placas das motocicletas são constituídas de duas letras, 
seguidas de dois algarismos, sendo permitida a repetição de letras e de 
algarismos. É utilizado um alfabeto de 23 letras. A letra “O” pode aparecer 
em qualquer posição, mas placas com dois “O” são excluidas. À mesma 
exclusão se faz para placas com dois zeros. Quantas placas podem ser 
formadas” 


Numa cidade, todos os lelefones tem q prefixo 721, seguido de outros 
quatro algarismos. Todos os telefones em que esses quatro algarismos são 
iguais (por exemplo 7/21-2222, 7121-5555) e os que tem os dois primeiros 
desses quatro algarismos iguais a zero (por exemplo, 721-0000, 721-0058) 
são reservados para instituições como hospitais, bombeiros, órgãos 
governamentais etc. 

Assim, quantos telefones restam, nessa cidade, para uso do grande 
público? 


Cinco sinaleiros alinhados, dispondo de lâmpadas de cores verde & 
vermelha cada um, nunca podem estar apagados nem utilizar as duas cores 
ao mesmo tempo. Nessas condições, quantos sinais podem ser emitidos? 
(Cada sinal é formado pelo conjunto dos 5 sinaleiros.) 


4.56) De quantas rnodos podemos preencher um volante de loteria esportiva, se 


9.57) 


9.58) 


9.59) 


2.60) 


9,61) 


9.62) 


3.63) 


9.64) 


em cada jogo fazemos um palpite simples? (Um volante ce loteria esponiva 
& uma matriz de 13 linhas e 3 colunas onde cada linha representa um jogo 
entre dois limes e a primeira coluna representa a vitória do primeiro time 
desse jogo, a segunda coluna representa o empale e a terceira representa a 
vitória da segundo time.) 


Num quadro de controle eletrônico hã 5 dispositivos de segurança 
enfileirados. Cada um deles pode eslar apagado, estar emitindo luz amarela 
ou estar emitindo luz vermelha. Quantos sinais aiferentes pode ser emitidos 
pelo conjunto de dispositivos se pelo menos um deles estiver aceso? 


Dispõe-se de 7 cores para pintar uma bandeira de 7 faixas. Cada faixa deve 
ser pintada de uma sá cor e na bandeira, não deve haver dups faixas da 
mesma cor. Quantos modos hã de se realizar à pintura? 


Dispõe-se de & cores para pintar uma bandeira de 4 faxas Cada faixa deve 
se pintada de um só cor e duas faixas consecutivas não podem ter a mesma 
cor. De quantos modos pode ser feita a pintura? 


Um cubo de papelão é desdobrado em torno de um face, obtendo-se uma 
eruz formada por & quadrados. Quer-se pintar a frente dessa cruz, cada 
quadrado de uma cor. Pintando um quadrado. não se pode pintar, em 
seguida, um quadrado que não tenha go menos um ponto em comum com o 
que se acabou de pintar (isto é, dois quadrados pintados um após o outro 
devem ler, obrigaloriamente, um vértice ou um lado em comum). 

Dipondo-se de & cores, de quantos modos pode ser pintada a cruz se dois 
quadrados ligados por um vértice ou por um lado não podem ter a mesma 
core a pintura é iniciada pela cabeça da cruz ? 


Tamos 4 carrinhos, & bolas e 2 bonés para distibuir entre duas crianças. 
Todos os objetos vão ser distribuidos, mas não há necessidade de uma 
distribuição equânime, Quantas são as maneiras de se fazer a divisão? 


De quantos modos podemos distribuir 10 cigarros, 8 charulos e É cachimbos 
entre duas pessõas, se cada uma deve receber no minimo três objetos de 
cada tipo? 


Dispõe-se de n:, objetos Às, n2 objetos Às e na objetos Aa para distribuir entre 
duas pessoas. Todas os objetos devem ser distribuidos, sem necesidade de 
uma distribuição igual entre as pessoas. De quantos modos isso pode ser 
feito? 


Dipãe-se de n objetos À e m objetos À para se colocar em duas caixas, de 
modo que em cada caixa haja, no minimo, p objetos À e q objetos B (2p =n 
e 2q sm) Determine o número de possibilidade de se fazer a colocação. 


8.4- O PROBLEMA DO NÚMERO DE SUBCONJUNTOS 


Já é certamente do conhecimento do leitor que, se um conjunto E tem n 


elementos então existem 2" subcojuntos de E. 
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Por exemplo. se E = (a,b; c;), há 2º= 8 subconjuntos 
ta), (bj. (ce) ja b) (ac), torci. far bic) 


O Principio Fundamental da Contagem permite-nos agora provar esse 
resultado, 

Verifiquemos, inicialmente, para o caso do exemplo acima, onde E = (a; b: 6): 
seja F um subconjunto qualquer de E; é fácil notar que para cada elemento de E 
temos apenas duas possibilidades em relação ac subconjunto F: ou pertence a Fou 
não pertence a F; assim. 


elemento: [a] [6] 


possibilidades: ) 2 2 2 


Então pela regra do produto, temos 
2: 2: 2=8=6 
possibilidades. 

Note que essas B possibilidades descrevem aquelas em que: 

* OU Os três elementos pertencem a F,istoéF=[a b:c) 

* ou nenhum elemento pertence a F, isto é, F=5 

e OU um dos elementos pertence a F e os outros não, isto é F = (a) cu 
F=(bJouF=(c) 

* ou dois dos elementos pertencem a Fe o outro não, isto é F= (a; bjou 
F=t(a cjouF=(b c) 


Logo, essas B possibilidades correspondem aos & subconjuntos que E 
possui 

(O leitor notou que esse problema é idêntico ao exercício do salão de baile 
(36). O que lã era a possibilidade fodas as portas fechadas - que não queriamos — 
aqui corresponde ao comunto vazio — que é subconjunto de E.) 

Podemos agora generalizar. Se o conjunto E tem n elementos 


E=(a,aza..; an) 


e F é um subconjunto de E, para cada elemento de E temos duas possibilidades: 
pertencer ou não a F, 


vossibilidades: 7 2 2 0» 2 


E. pelo principio fundamental, temos: 
2.2.2.,.,.2 = 


mlatiros 


possibilidades, que correspondem aos subconjuntos de E. 
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9.5 - O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES 


Consideremos, de início, um problema como exemplo. 

Um conjunto E possui dois elementos. E = (a: b); e um conjunto F possui 3 
elementos: F=( a. f%; y) Quantas funções de E em F podem ser construidas? 

Devemos nos lembrar do conceito de função é uma correspondência que 
associa, a cada elemento de E, um único elemento de F. Os elementos de F que 
estão associados a algum elemento de E são chamados imagens da função Eéa 
dominio da função. F é o contradomiínio. 

Nesse nosso exemplo, dado o pequeno número de elementos em E e F, 
podemos construir todas as funções de E e F através de diagramas de flechas: 


| 


P > 


q 


x 


Temos, assim, 9 funções 

Podemos, no entanto, chegar a esse resultado sem a construção dos 
diagramas. 

Como ser forma uma função? 

Note que uma função é formada tomando cada elemento de E e associando 
a ele um elemento de F, isto é, escolhendo, entre os elementos de F. uma imagem 
para aquele elemento de E. 

Então, para o elemento a, temos 3 possibilidades de escolha da imagem: ou 
a, ou B, ou y; para o elemento b, também temos 3 possibilidades, pois nada impede 
que b tenha a mesma imagem de a. 


elementos de E: [a] [b] 


possibilidades: 13 Eu 
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Logo, pela regra do produto, o número de possibilidades de a e b 
escolherem suas imagens (o que correponde ao número de funções) é 


3:3=3=9 
Tomemos outro exemplo, 


Quantas funções de E em F podem ser construidas, se E tem 4 elementos 
e F tem 5 elementos? 


Seguindo o raciocinio do exemplo anterior, temos para o primeiro elemento 
de E 5 possibilidades de escolha da sua imagem (qualquer um dos elementos de 
F): como pode haver repetição da imagem, para o segundo elemento de E, 
também temos 5 possibilidades, o mesmo ocorrendo para o terceiro e o quario 


elementos 
elementos de E: [] L] [] a 


possibilidades: 1s 5 5 5 4 


Logo, o total de lunções é 
Sr bebe G=5*=625 
Podemos, agora, resolva o problemas no caso geral: 


E e F são conjuntos finitos, O primeiro com n elementos e o segundo com k 
elementos. Quantas funções de E em F podem ser construidas? 


Uma função está construida quando todos os elementos de E tem sua 
imagem escolhida. 


Para cada elemento de E escolhemos um elemento qualquer de F como sua 
imagem. 


Então, se E = (aj az;asa,... ; an) temos: 


elementos de E: El [a] «»» [ad 
possibilidades y ) y y 


de cscolha da PR A CRE ande. ME À 
imagem: 


Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o número de funções é 
k-k-k-.k=k 


n laloreg 


isto É é o número de elementos do contradominio elevado ao número de 
elementos do domínio. 


Exemplos 


a) Se E tem t0 elementos de F tem 2 elementos, o número de funções de E 
em F é 210 = 1024. 

D) Os conjuntos E e F tem, respectivamente, 3 E 4 elementos. Quantas das 
relações de E em F não são funções? 
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Lembremos que uma relação é qualquer subconjunto do E -F Devemos 
então calcular o número lots! de relações, e dele subtrair o numero de relações que 
são funções. Obteremos, portanto, o número daquelas que não são tunções 


- número de elementos de Ex FnecMe=3-d=12 
» número de relações (subconjuntos): 2!º = 4096 
» número de funções: 4º = 64 


Logo, temos 4086 — B4 = 4032 relações que não são funções. 


9.6 - DO PROBLEMA DO NÚMERO DE DIVISORES 


Um problema importante na Teoria dos Numeros é o da determinação da 
quantidade de divisores naturais de um número natural a, 

Consideremos a exemplo: quantos divisores naturais lem o número a = 1d4? 

Nesse caso, não é dificil fazer a relação: 1,2, 3,4:6,8:9:12,16, 18/24; 36: 
48; 77; 144. 

Isso nos dá os 15 divisores naturais de 144 

Como chegar a esse resultado sem fazer a lista de divisores? 

Observemos que decompondo 144 em fatores primos: 


t44| 2 
72 
36 
18 
g 


3 
4 


144 =2º.93* 


o Cd hã hã by 


se, em sequida, somarrmos uma unidade a cada expoente da decomposição (4 e 
2, o produto dos resultados dessas somas dá o número de divisores procurados: 


(4+1):(2+1)=5:3=15 
Mágica? Casualidade? Não. Mostraremos em mais dois exemplos que essa 
E aregra prática. 


Exemplos 


a) Consideremos o número 3580 = 22:92. 5! 

Notemos, inicialmente, que 360 é constituído pelo produto dos fatores 
primos 2,3 e 5, sendo que, na decomposição, O 2 comparece três vezes, 0 3 
comparece duas vezes E o À uma sá vez: 

380 =(2-2-2)- (3-3) -45) 

Também devemos notar que qualquer divisor de 360 é um produto formado 
por alguns desses fatores; por exemplo, 05 números 1, 2, 3, 10. 48 e 120 são 
divisores de 360 e podem ser escritos; 

1=920.30. 50 
2=721.30. 59 
qua ab 3. go 
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toa 24. 88-65 
5 =722.32.50 
120=23.31-5! 


Sendo assim, os divisores de 350 podem ser representados pela expressão 
2x. qr. Br 
onde: 
x pode asumir um dos 4 valores: 0, 1,2 0uU 3 


y pode asumir um dos 3 valores 0, 1 ou 2 
e z pode asumir um dos 2 valores: O ou 1 


Com isso, podemos determinar a quantidade de números 2*- 3": 5º ou seja, 
o total de divisores naturais de 360. Temos: 


divisor : [2] ) j [5] 


possibilidades: | 4 q 2 


— +. o im im o o — o e 


o que nos dã 
4.3.2 =24 divisores 


Confirmando a regra sugerida anteriormente: 
360 =2*.32.5] = (3+1)(2+1)(1+ 1)= 24 divisores 


b) Consideremos 0 número natural: 
E = prai qr 
Qualquer divisor de a pode ser obtido pela expressão 
esa pes  R 
onde x, y e z são expoentes naluralis tais que 

D<xsea (isto é x pode assumir wu + 1 valores) 
Usy<|p (istoé,y pode assumir É + 1 valores) 

Ú< z<y iistoé,z pode assumiry + 1 valores) 


e, sendo assim. o total de numeros 2* - 5” « 117 que podem ser formados 
representam o total de divisores naturais de a. Termos: 


divisor: 


As aq q 
ut] B+1 4+1] 


. um sm qua qu pa o qu mt q ie 1 


possibilidades: 


e, portanto, o número de divisores de a = 25.5" .11' é iguala. 


(a +)(B+)(r+?) 
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Ue modo análogo, poderiamos mostrar a validade da regra para o caso 
geral, que enunciamos a seguir: 


Seja a um número natural ja é OQ) cuja decomposição em fatores 
primos distintos é: 


a=p'-p5-ps.pr 


O número de divisores naturais de a é dado pelo produto 
(oq + (mo 41) (ua + t)tos + 


Exemplos 


Cc) O número de divisores naturais de 126000 é obtido falórando-se esse 
número 
1260D0 = 23-32 -62-7 
e efetuando-se o produto 
G+ni+nRe(i+HIy=403:3 2 


Assim, 126000 tem 72 divisores naturais, 
di O número de divisores inteiros de 20000 = 2º . 546 obtido multiplicando- 
se a quantidade de divisores nalurais por 2 (pois, para cada divisor natural há o 
seu oposto que lambém é divisor. 2e —-2, 1C00e-1 000) 
2-(5+1](4+1)= 60 divisores inteiros. 
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Capítulo 


1 Ó Fatorial 


10.1 - DEFINIÇÃO 


Em muitos dos problemas estudados no capítulo anterior, surgiram, nos 
cálculos, produlos de números naturais consecutivos, tais como 
10-9-8-7 
B:5:4:3:2:1 
7-6:5-:4:3-2:1 
Sendo muilo comuns no cálculo combinatório expressões desse lipo, lorma- 
se conveniente adotar uma notação que simplifigue sua representação; surge, 
antão, a notação fatorial 
Definimos fatorial de um número natural n = 2 como sendo o produto de 
todos os números naturais de n até 1, representamo-lo com a notação nt. Assim 


nen 
n22 
Também definimos, para os casosn=0 en= 1,os valores 


[11=1] e [0!=1] 


nt=n(n-1(0-2)...3:2:1 


Exemplos 
a) dl=4:3-2:1=2d 
h) 5l=5:4:3:2:1=120 
co) B=B:7-6:5-4-3:2:1=40320 
d) 6-5 4-3:2:1=6! 
E GS Ge Da Si 
f) 6.5.4-8:54:321 6] 
321 ! 
E ã É | 
9) 10:9-8.7= 10:98 7:65...4 10! 
6-6... 6! 


h) (32 =(3-2-1P=(62=36 
D (32=(9]=9-B-..-3.2:4=9362 880 


Observações 


1º) Consideremos, por exemplo, o número &! 
01=6-5-4-3-:2:1 
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Como 5-4-3-2:1=5!, podemos escrever 
61=6.5.4.3.2.1=6-(5%) 
si 
Da mesma forma também podemos escrever 
gl = 6:5.4.3-21 =6-5-d! 
a 


Isso nos mostra que, sendo necessário, podemos interromper o 
desenvolvimento de um fatorial antes de atingir o número 1. Para tanto, basta 
colocamos o simbolo de fatorial no número “escrito por ultimo”: 


nais 
nz2 


nf=n(n—-B!=n(n—)-(n-2 


Exemplos 
» 10!=1D-gl 
k) 15!=15:14-1301211 
bo in+ezt=(n+2(n+ in tn-tineN nz) 
m) (k=- ijl=(k—-1)-dk-2lik en kz 2) 
12 12:1110-91 


| 
oo a 12/10/5220 


10.2 - FUNÇÃO FATORIAL 


Da definição de fatorial é imediato que, dado um número nalurat n. existe e 
é Único o número n! 


Pademos, então, definir uma função f, de KR em F. tal que 


Essa função é chamada função fatorial. Seu dominio é N. Seu gráfico é 


4 
— 
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Analisando alguns valores (e levando em conta à 1º observação): 


f(0)=0!=1 
H)=Us 1=1:10) 
f(2)=21=2=2-H1) 
f(3)=3!= 6 =3:42) 
24=4 


f(g)=4!= A) 


vemos que, para todo numero natural x > 1, tem-se: 


Exercicios Resolvidos 


10.1) Determine o dominio da função definida por fo) = (x — 3)! 
Solução 


Da definição, sabemos que só existe fatorial de um número inteiro e não 
negativo, Assim devemas ter 


x-JeZ£ e x-3>0 
Logo. Dtf)= (x=Z|x>3) 


10.2) Determine o dominio da função definida por f(x) = (x + 4)! 
Solução 
Devemos ter 
nr+deg e x+4z0 
Logo. Dib =(xeZ|x>—4) 
0.3) Resolva a equação x! = 24 
Solução 


Uma equação do tipo x! = a sé pode ser resolvida "por tentativas”, isto é, 
descobrindo qual é O número cujo fatorial vale a. É evidente que, mesmo 
sendo a um número natural, em muitos casos o conjunto-solução da 
equação será vazia pois, por exemplo, como sabemos que 24=4le6=3, 
todos os inteiros entre 24 & 6 não são valores de nenhum fatorial. Assim, 
equações como xl = 23, x! = 9 ou x!= 13 tem conjunto-solução VS 2. 
Nó nosso caso, fazemos 

x=4! 
Logo, x=4eV=(4) 


10.4) Resolva a equação (2x + 5)l= 720! 
Solução 


Temos que 720 = 6! 
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10.5) 


10.6) 


10.7) 


10.8) 


Escrevemos, então 
t2x + 5)/=6 


edal, 2x + 5, = 6, donde x= dcagio 5 

ê [3 
(Note que não importa o fato de termos encontrado uma raiz não natural, 
pois O que deve ser natural é a expressão 2x +95.) 


(K +! 


Simplifique a expressão ) 
pirigu p (KI! 


Solução 
Para simplificarmos expressões desse tipo, devemos, sempre, reduzir a 
ardem do fatonal maior até o outro fatorial. Ássim: 

ks)! ” ck + D(k)(k— 1) 


=(K+Dk=k?+k 
(k 1 fk— 1)! 


(n—2)! 
(n= a! 


Simplifique a expressão 


Solução 
Como (n- 2)! 8 0 maior dos dois fatoriais da expressão, fazemos: 
(n-2) (n-2)(n-3)(n— 4)! 


(no ay O (n—4) E da 
Simplifigue a expressão na 
(n+1I 
Solução 
(ne D-(n+e2! (neDl-(nez)-(n+ Do in+ Bin 2] EPE 
(AD (n+ 1 a (n + 1)! 
Resolva a equação (ta) a =17n. 


(n= 1! 


Solução 
Inicialmente, simplificamos a expressão do primeiro membro: 
ne Di-=n!o (ne Bin(n=1!-nin—)! a 
(no DL (n+1! 
An bintn+ Dt 
(mn! 


=" +n-n=nêé 
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Resolvemos, então, a equação 
nº =17n 
n=17n=>n"-A7n=0>n(n-17)=0 
obtendo n=0 oun=17 
A solução n = 0, evidentemente, não convém (note que para n = O, surge, no 
denominador, o fatorial de um número negativo). Logo, 4 = (17). 


10.9) Mostre que 


re 1 1 

12 3 4 5 

1 4 9 16 25/=(D(2D(30(4)) 
1 5 27 64 125 

1 18 81 256 625 

Soução 


Temos, no primeiro membro, um determinante de Vandermonde, cujos 
elementos de bases são 1,2,3, 4 e 5. Então: 

To q 1 1 

À CELA 
[º membro)=1 4 9 16 25|= 

1 8 27 64 125 

118 81 256 625 


=(2-1(3-N(4-0(5-1)(3-2)(4-2)(5-2)(4- 3) (5-3) (5-4)= 
1:2-3:4.1.2.3.1. a 1 (aINSIK 21411) = [2ºmembrol 


á! Ca 


10.10)Mostre que La PR BR para todo n e Nº. Em seguida, calcule O 
n! (n=9)! nl 
valor da soma 
ES k-1 


==+—+— +..+— 


21 3. 4 kl 
Solução 


1º parte. prova da indentidade 


[membro mena Tm E membro 
ni nin 


nt nt nb (nb n! 


2º parte: cálculo da soma 5 


Notemos, inicialmente, que qualquer parcela da soma é uma fração da 
forma. 
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que é o primeiro membro da nossa identidade. Por exemplo. a parcela 
pi 


4! 


] n-1 
é da forma — , onde n =4 
n! 


Como mostramos na 1º parte que, para todo ne KR”, a fração E a igual à 
; 1 Ea 
diferença mom BETE aplicaremos essa decomposição em todas as 
parcelas da soma desejada: 
1 Toc 
ETR TT jusamos n=2) 
EAR À (usamos n = 3) 
31 21 3! 
Eca (usamos n= 4) 
4 31 4! 
k-1 1 1 
eme — —= usamos n=k 
! (dk 1) Ki! ! ) 


Vamos agora somar membro a membro todas essas igualdades. Resulta, no 
primeiro membro, a soma 3 desejada. No segundo membro, é fácil observar 
que quase todos os termos são cancelados, restando somente a primeira 
parcela da 1º igualdade e a segunda parcela da última igualdade. Assim: 

o, a 5 kKk-1 1 41 

— [— + E = 

ol 31 4 kl kl 

5 


Logo, encontramos s=1-5 


Exercicios Propostas 


10.11) Determine o domínio de cada uma das seguintes funções tN 5 R: 


(x +23 
= — 44 - 
a) f(x) = (x — 1)! c) ix) ERR 
byibo = (x +5) d) fix) = (—x2 + 1)! 
10.12) Resolva as seguintes equações (n ce E): 
a) (tn + 6)! = 120 d) (ne -Ôni= 
bj (3n = 23! = 720 2) (2n2 + 7) = 100 


c)qn?-n)! = 720 
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10.13) Escreva os produtos a seguir utilizando a notação fatorial: 
aj Soda 
to À DA = Dr O Dag= o RS | 
[e DAR o = ER e 
dy (n+Di(n+Wnin=-1)..3:2:1,neNenzi 
eJ(k-3(k-d(k-5)...3-2-1,keN e kz>5 


10.14) Escreva 05 produtos a seguir utilizando a notação falorial: 


a ee a esnin-Wi(n-2 nen enz3 
b)10:9-8-7-6-5 9in+Dtim)(n-ty(mn-2,nenNenz3 
c)21:20-19-18 g)k(k> 1) (k-2... (kB) keNek29 


0d) 100 -992-08..,51 


10.15) Escreva, em uma só expressão fatorial, os produtos; 
aj 10-81 
b) 13-12-11:40] 
o) 617:8-9 
dj) (n+1)nlnen 
e (k+3k+2 (kt kk en 
9 tn-1)(n-2)(n-3!,neNenaz3 
q (n-ppin-p-OMneR,peNenzp+ri 
mM i(n-p+ijtn-pilneil,peNen zp 


10.16) Simplifigue e calcule: 


8! 41! 
2 g METET 
12! eu! 
1 gr À 338] 
0.17) Simplifique as expressões: 
n! Ek — 1)! 
a tn — 2)! 5) (k-— 2)! 
(m+ 3)! (k = 4)! 
b 
) tn 1)! s (k-2)! 
e) Lisa f) Ao-p 
(k =)! tn=po)! 
10.18) Simplifique as expressões: 
tn= 3)!n + 3) 6) fn+ Un + 1)! 
in—5)!(n- 4) tn+2n!-n! 
b) ani 3nin— 1)! a) in+ Bl -(n+D-(n=1)] 
ml n!+(n- 1)! 


10,19) Resolva as equações: 
ajin+ 2)! +(n+e1)!=15 
bjin=2!-=3n=-3)]-&8in-4)!=0 
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o) f2n)!(2n + 1)l+ (2n + Dt2mlç2n— 13) =tÃ 


(2n+)M2n—1(2n-2)1 eo 


10.20) Mostre que: 


Es do 1d 
DATA 
1 
FS LR DR Ei 
134511 
1345 6 1 
134567 
10.21) Mostre que: 
dot 3 1 
qo dg A 10 
2a as iii : 
e e E RR 
128 BE AE eo O 


10. 22)Mostre que n:nl=(n+1)l-nl comn en. 
Em seguida, calcule o valor da soma 


S=1-M+2-2+3-3M+.. +k-kl 


10.23) Mostre que (n+ 2)nl=(n+1f)!+n) comn en, 
Em seguida calcule o valor de: 
S=-3:1-4-2+5-3-.. +(k + 2)k! onde k é impar. 


10.24) Suponha que se defina fatorial da seguinte maneira: 
Fatorial de um número natura! n é o númerpo ffn) definido por 


tenj=d! sen=0 


ln-ftn-), senz 1 


a) Utilizando essa definição, calcule fatorial de 1, fatorial de 2, fatorial de 3, 
fatonal de 4 e fatorial de 5. 
b) Utilizando essa definção, mostre que 


tfatorial de nj=f(n)=1:2:3-4..n 
10.25) Ainda utilizando a definição do exercicio anterior, mostre que, coma EN, 


a) Ha+2)-Ha+1W)=(a+1W)-fa+ty=(a+1)2-fa) 
bj 2fa)-(a-1W)-fla-1W=ifla-l)+Ha) a> 1 
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Capitulo 


Combinações simples 
e arranjos simples 


x 


11.1 — INTRODUÇÃO E CONCEITOS INICIAIS 


Neste capitulo faremos o estudo de dois tipos de agrupamentos que podem 
ser formados dispondo-se de um certo número de elementos: as combinações 
simples e os arranjos simples. 

A palavra simples significa que trabalharemos com elementos distintos, 
isto é em cada agrupamento formado não haverã repetição de elementos. 
Posteriormente estudaremos os agrupamentos com repetição. 

Os conceitos de combinação e arranjo são muito fáceis. O fundamental — e 
cuidaremos disso ainda nesta introdução — é saber distinguir um do outro. 
Analisaremos um exemplo esclarecedor: 


Com os elemento do conjunto E = fa; b; c), pede-se formar 


1º) todos os subconjuntos com dois elementos 
2º) todos os pares ordenados, de elementos distintos 


Temos, então: 


1º) subconjuntos de dois elementos: 
ta: b); (a; c); (b; c) 


2º) pares ordenados (com elementos distintos): 
(a; b), (a; c); (b; c) 
(b; a); (c; a); (c; b) 


Formamos, assim, com os três elementos de E, dois tipos de agrupamentos: 
subconjuntos e pares ordenados, sendo que estes podem ser considerados 
subconjuntos ordenados de E. 

Vamos, agora, responder às seguintes perguntas: 

Em que diferem entre si os agrupamento do primeiro tipo? 

Em gue diferem entre si os agrupamento do segundo tipo? 


Ora. sabemos que dois conjuntos são diferentes se forem constituídos por 
elementos diferentes, já que em um conjunto de ordem dos elementos não o 
modifica. Por exemplo, temos 


(ab) é (ac) e (a, b)=(b; a) 
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Por sua vez, os pares do segundo tipo diferem uns dos outros por lerem 
elementos diferentes ou, mesmo tendo elementos iguais, por eles estarem em 
ordem diferente: 

(a; b)jála,c) e ta, b)jáib, a) 

Tomando um subconjunto e trocando a ordem de seus elementos, não o 
estamos modificando, não estamos criando um novo agrupamento. Mas, lomando 
um subconjunto ordenado e trocando a ordem de seus elementos, oblemos um 


novo grupo. diferente do que O gerou. 
Agrupamentos do primeiro tipo — os subconjuntos — são chamados 


combinações simples. 
Assim, toda vez que formamos um agrupamentos em que, lrocando a 


ordem de seus elementos, apenas o estamos repetindo, temos uma combinação. 
Agrupamentos do segundo tipo — os subconjuntos ordenados — são 


chamados dos arranjos simples; 
Assim, toda vez que formamos um agrupamento em que, modificando a 


ordem de seus elementos, estamos criando um novo grupo, diferente daquele 


inicial, temos um arranjo. 
Em ambos os casos do nosso exemplo, dizemos que foram formados 


agrupamentos de 3 elementos tomados Z a Z ou de classe 2. 
Portanto, classe de um agrupamento é o número de elementos usados para 


formáã-lo, 


11.2 — DEFINIÇÕES 


Com base no que dissemos na introdução, podemos, agora, definir 
combinações simples e arranjos simples. 


Combinações — Seja E um conjunto com n elementos: imaginemos que são 
formados todos os seus subconjuntos (incluindo, evidentemente, o própria E e o 


conjunto (2). 


Uma combinação dos n elementos de E, tomamos p a p (de classe p) & 
qualquer subconjunto de E que tenha pelementos (Os ps n). 


O número de combinações dos n elementos, de classe p, é indicado por 


mo 
P, 


Consideremos o conjunto E = (8; 7: 8; 9) 


Exemplos 


aj as combinações, dos 4 elementos de E, tomados 1 a 1, são 
16) 17), 18). [9% 


Temos, então, 4 combinações de classe 1, e podemos escrever 


Cais), jua 
q sl: 
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bj as combinações dos d elementos de E, tomados 2 a 2, são: 
(6; 7), 16. 8), 16. 9), (7; 8), (7, 9), (8 9) 
Temos, então, & combinações de classe 2, e podemos escrever 


Cg2 = ba -6 


cj as combinações, dos 4 elementos de E, tomaoos 3a 3, são: 
(6. 7,8) (6.7.9) (6,8 9), [7,8,9) 
Temos, então, 4 combinações de classe à, e podemos escrever 


4 
Cas (5)-4 


d) a combinação dos 4 elementos de E, tomados 4a 4, 6: 
(6, 7: 8,9) 
pois só existe um subconjunto de FE com 4 elementos: o própio E. Temos, então, 
uma só combinação de classe 4, e podemos escrever: 


4 
Ciu= a 
N; 


eja combinação dos 4 elementos de E, tomados Da 0" é 
[EA] 


Vernos, então, que é possivel formar uma combinação que não fem 
elemento (existe um só subconjunto de E que não tem elemento algum: o conjunto 
vazio). Podemos escrever, portanto: 


4 


Nota. O número Cao = 1 pode aqui ser interpretado como a resposta à 
seguinte pergunta: 


“De quantos modos podemos, de um conjunto E de 4 elementos, não 
escolher nenhum elemento?" 


E claro que existe um só modo: não escolher! 


Arranjos - Seja E um conjunto com n elementos; imaginemos que são 
formados todos os seus subconjuntos ordenados, incluindo o próprio E, o 
conjunto & e os subconjuntos com um só elemento. 


Ur arranjo dos n elementos de E, tomados p a p (de classe p) é 
qualquer subconjunto ordenado de E que tenha p elementos (O x p £ n). 


O número de arranjos, dos n elementos, de classe p é Indicado por. 


| Ano | 
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Exemplos 


Consideremos o conjunto E = 46; 7; 8, 9) Com os elementos de E, vamos 
formar números de algarismos distintos (note que, quando formamos um número, 
por exemplo B&, estamos tomando um subconjunto ordenado pois, trocada a 
ordem, 86, o numero se modifica). Estaremos, assim, fazendo arranjos com os 4 
elementos de E. Então: 


f) 05 números de 1 algarismo são: 


5. 7:80 
Temos, então, 4 arranjos de classe 1, e podemos escrever 
Bdaj= 4 


g) 08 números de 2 algarismos são: 
67,68, 69, 78, 79, 89 
76, 86, 95, 87, O7, 28 
Temos, então, 12 arranjos de classe 2, e podemos escrever. 
ds2= 12 


hj os números de 3 algarismos são: 


Br +68 567 967 
679 780 SB9 068 
6B7 786 S76 976 
Ga 7a9 Bro ora 
697 796 BOB 966 
GuB T79B B97 987 


Temos, então, 24 arranjos de classe 3, e podemos escrever. 
Ass = 24 


ij os números de 4 algarismos são: 


rag 7680 B679 9678 
broB 7608 9607 9687 
B679 7865 68769 9768 
6B97 7896 B796 976 
6978 7965 6957 9867 
6057 7956 B9o76 9876 


Temos, então, 24 arranjos de classe 4, e podemos escrever. 
Aga = 24 


Observação: evidentemente, não tem significado formar um número com 
“zero algarismo”. No entanto, para estender a noção de arranjo a todos os casos, 
devemos incluir o do subconjunto de zero elemento. Então, se considerarmos o 
conjunto vazio como um subconjunto ordenado que não tem elementos, temos um 
único arranjo de classe zero dos 4 elementos de E: &. Poranto, podemos 
ESCrever: 
aa =1 
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11.3 — ARRANJO OU COMBINAÇÃO? 


Através de uma série de exemplos, faremos um treino que nos levará a 
sedimentar os conceitos de combinação e arranja, bem como o crtério para 
diferenciá-los. 

Não é ainda nossa preocupação o cálculo do número de combinações ou de 
arrarnos poranto, deixaremos indicadas essas quantidades através das notações 
Cnn Ê nm p- 


Exemplos 


17) Consideremos 5 pontos distintos, 4 B, € D e E. dos quais trés 
quaisquer nunca estão alinhados Com esses pontos, devemos formar 


a) segmentos 

b) segmentos orientados. 

Vejamos de quantos modos isso pode ser feito. 

Para a construção de um segmento (orienlado ou não). devemos tomar dois 
dos pontas dados; estamos, então, em ambos os cases, fazendo agrupamentos dB 
classe 2 

Vamos verificar, em cada caso, se trata de arranjos ou de combinações. 

No caso a, escolhendo 2 pontos, por exemplo À e €, formamos um 
segmento (AC) Trocando a ordem dos pontos, o segmento não se modifica: 

AC = CA 
A 


*8 


mº 


é 
D [ 
Ássim, 08 agrupamentos 


-—-s s-—s 


AB, AC, AD etc. 


são as combinações de classe 2 dos 5 pontos, e o número de segmentos que 
podem ser formados é o total cessas combinações, que representamos por Cs; 
No caso b, escolhendo, por exemplo, os pontos à e € e formado o 


segmento orientado AC, é evidente que, ao trocarmos a ordem dos pontos, temos 


um novo segmento orientado CA , pois uma das caracteristicas de um segmento 
orientado é o seu senfido, por isso, como 


AC=CA 
P 


*B 


m e 
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& um fato tipico das subconjuntos ordenados, os agrupamemtos 
AB, BA, AG, CA etc. 


são os arranjos de classe 2 dos 5 pontos, e o número de segmentos orientados 
que podem ser formados é o tolal desses arranjos, que representamos por às2. 


2º) Numa sala estão reunidas B pessoas 
Determinemos de quantos modos pode ser escolhida: 


a) uma comissão de 3 representantes com poderes iguai: 
bj uma diretoria com um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro 


Evidentemente, nos dois casos, estamos trabalhando com agrupamento de 
classe 3. 

No caso a, se formarmos uma comissão com pessoas À, Be C, a troca da 
ordem dos elementos não modifica a comissão, pois os 3 elementos tem os 
mesmos poderes: 


(A.B,C) = (AC.B) = (B.ALC) = (ECA) = (C;A:B) = (C;BA) 


uma sd COMISSÃO 


Estamos, então, compondo subconjuntos de 3 elementos, isto é, 
combinações de classe 3. Ássim, O número de comissões possiveis é dado por 
Csa. 

No caso b, formada uma diretoria em que & & à presidente, B & à vice- 
presidente e C & o tesouro, é claro que uma troca na posição de apenas dois 
desses elementos acarreta modificação no grupo, já que os cargos acupados tem 
atribuições diferentes; logo, 

ABC; AlCB; BAC; BCA; CAB; CEA 
representam 6 diretorias diferentes. 

Uma diretoria é, por isso, um subconjunto ordenado. tratando-se de 
arranjos de classe à. O número de diretorias possiveis é, então, dado por Ãea 


De modo geral, os problemas que encontraremos podem ser resumido no 
seguinte enunciado: 


Dispondo de um conjunto com n elementos, de quantos modos podemos 
escolher p elementos qgístinios desse conjunto? 


Os exemplos acima nos mostraram como proceder para identificar o lipo de 
agrupamento envolvido nesse problema: arranjo ou combinação” Retiramos, como 
exemplo, p elementos do conjunto dado, formado em agrupamento. 


- se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, O agrupamento não 


se modificar, trala-se de um problema de combinações, e responderemos 
Cnp 


- se, modificando a ordem dos elementos escolhidos, Criamos um novo 
agrupamento, diferente do iniciaí trata-se de um problema de arranjos, & 
responderemos Anp. 
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Exercicios Propostos 


11. 


11.2) 


11.3) 


11.4) 


11.5) 


11.6) 


11,7) 


1.8) 


11.9) 


Utilizando, para as respostas, as notaçós Cnp ou ânp, resolva as seguintes 
questões. 


Dispondo de 5 pontos distintos, dos quais três quaisquer nunca estão 
alinhados, quantos triângulos podem ser formados? 


Dez clubes parciparam de um campeonato de futebol em um só lurmo. isto 
é, dois limes jogam entre si uma única vez. Quantos jogos terá esse 
campeonalo ? 


Dez atletas disputam uma prova olimpiça. De quantos modos diferentes 0 
podium (lugares diferentes para fº, 2º, 3º colocados) pode ser ocupados? 


Com um baralho de 52 cartas (4 naipes de 13 cartas cada) quantos jogos de 
3 cartas quaisquer podem ser feitos? E de 3 cartas de copa? 


Quantos números de 5 algarismos podem ser formados com os algarismos 
de1aB? 


Uma urna contém 10 bolas numeradas de 1 a 10, De quantos modos podem 
ser retiradas as duas bolas, sorteando-se uma primeira e em uma segunda 
dentre as 9 restantes? 


Em uma sala hã 6 cadeiras e 4 pessoas, De quantos modos distintos as 
pessoas podem ocupar as cadeiras? 


Em uma estante, há 9 lugares vagos. De quantos modos podem 5 livros 
diferentes ser colocados na estante? 


Uma caixa contém n etiquetas numeradas de 1 a n. De quantos modos 
podem ser retiradas 5 etiquetas, não importando a sua ordem? 


11.10) Vinte tenistas disputam um torneio regional para se escolher os 5 que 
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participarão de um torneio internacional. De quantos modos pode ocorrer 
essa escolha? 


Capítulo Cálculo do número 


1 2 de arranjos e 
de combinações 


12.4 = INTRODUÇÃO 


Entendidos os conceitos, podermos agora nos interessar pelo calculo das 
quantidades de arranjos e de combinações. Em outras palavras, estudaremos as 
ragras e fórmulas para An,p & Ono. 


12,2 - CÁLCULO DO NÚMEROS DE ARRANJOS 


Consideremos, inicialmente, alguns exemplos. 


Exemplos 


a) Vamos determinar quantos arranjos de classe 3 podem ser feitos com os 
5 elementos do conjuntos E = (a, b: cd; e, isto é vamos calcular As 
Sabemos que um arranjo de classe 3 & um subconjunto ordenado de à 


elementos: 


O número de possibilidades de escolher esses lrés elementos é O número 
de arranjos Asa, e a escolha se desenvolve em 3 etapas sucessivas. 

Para a escolha do 1º elemento, temos 5 possibilidades: ou à, OU Db, OU C, OU 
d. oue. 


Como, nos arranjos simples, não podemos repelir elementos, para as 
escolhas do 2º e 3º temos, respectivamente, de 3 possibilidades. 


possibilidades: 15 4 3) 


Enlão, pelo Principio Fundamental da Contagem, o total de arranjos é 
Asia=5:4:3=80 


(Observe que Ass é igual ao produlo de 3 fatores, consecutivos e decrescentes, 
iniciados por 5.) 


2” 


b) Vamos determinar quantos números de telefones podem ser formados 
(prefixo de à algarismos seguido de outros 4 algarismos) com prefixo 721, sendo 
os algarismos seguintes distintos entre si. 


BBB minjRia 
4 algarismos distintos 


É evidente que, ao escolhermos 4 entre os 10 algarismos do nosso sistema 
de numeração estamos fazendo um arranjo, pois modifica a ordem dos 
algarismos, o número de telefones se modifica. Por exemplo, 


[721 - 2584] « [721 - 2548] 


Assim, o tolal de telefones é dado por Arg. 
Por outro lado, esse tipo de problema já é nosso conhecido, do estudo do 
Principia Fundamental da Contagem 


possibilidades: V 40 9 8 o 4 


Temos, portanto: 
Paga= 10-0:8- 7 = 5040 


tObserve que Aja & igual aó produto de 4 fatores, conseculivos e 
secrescentes, iniciados por 10) 

Esses dois exemplos nós mostram que a formação de um arranjo, isto &, de 
um subconunto ordenado, segue exatamente o Principio Fundamental da 
Contagem: a ocorrência de eventos sucessivos e grdenados. 

1º evento: escolha do 1º elemento do subconjunto 

*º evento escolha do 2º elemento 

3º evento: escolha do 3º elemento 


e assim por diante, 
Podemos, então, resolver o caso geral, ou seja, calcular Anp: 


Dispondo de um conjunto E com n elementos, quantos arranjos simples de 
p elementos podem ser formados? (0 £ p£ n). 


4º caso: p=0 


Sabemos que existe um único arranjo de classe zero: o conjunto & (veja a 
observação que precede aq item 3.3) 
Então, temos: 


2º caso: p= 1 


Se dos n elementos de E devemos escolher 1, temos n possibilidades, pois 
cada elementos de E é um arranjo de classe 1 tveja o exemplo f, no capitulo3). 
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Então, temos. 


3º caso pz2 


Devemos escolher p dos n elementos: 


- para a escolha do 1º. temos n possibilidades 


- para a escolha do 2º. temos n — 1 possibilidades (pois não podemos repetir 
elementos) 


- para a escolha do 3º, temos n - 2 possibilidades 


mma. «a 


PR E 
possibilidades: qn n-T7n-2 n-3 n-ta-t 


Portanto, o Principio Fundamental da Contagem dá-nos 


Anp= nino t)ino dn 3)... in-p+1) 


Observe que Asp é igual à um produto de p fatores, consecutivos e 
decrescentes, iniciados porn, 


Exemplos 
Aga = 8:54 = 120 


d fatores 


2 Taroras 


Agg=87.8.5.4=6720 


S fatores 


Ana =m(n—1) 


à latores 


An.z3 =tn+2Wn+1)n 


q falares 
Asg=1 
A =13 
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Em ceras situações, é convenienle escrever a expressão da número de 
arranjos uliizando a notação fatorial. Por exemplo: 


87654321 8 8 
Aa E gm PARE 


Assim, no caso geral, temos: 
Anp =ntn-tdn=2)..(n-p+1j= 
o n(n=1)(n=2)..(n-p+)(n-pj(n-p=1)...24 da n 
(ni phin-p=1)...24 (n-p) 


Podemos, então, utilizar à fórmula 


nt 


A = 
"P (n-p) 


Observação. devemos notar que a expressão acima é válida para os casos 
p=Dep=1: 
n! nt nt n(n— 1) 
Ap —— + — = NR AT ER O 
(n-0H nn) (no (n=tl 


Exercícios Resolvidos 
12.1) Resolva a equação Anq = 58: 


Solução 


Como Àn2 = n(n- 1), temas: 
nin-=7)=56 que éo mesmo quen?=-n-58=0 
Resolvendo essa equação, chtemos: 
n=B8oun=-f 
Comoó n deve ser um número natural (representa o número de elementos de 
Um conjunto), n =-—? não convém, Assim, 5 = (8). 


12.2) Resolva a equação Annie = 30 Anaa 


Solução 


É conveniente, nesse caso, usarmos a expressão Anp= - para não 


(n-p) 


escrever produtos extensos. Assim, temos; 


(n=0 0 n=1H 
Aness [4n-1)-6]! (n-7 
(n-3)! (n-3)! 


“34 fn-3)-d)l (n=7]! 
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123) 


A equação, então, fica: 
- - 
(mn 0 ao (n- 33 


nf) En — *)! 


& dai, 
(n—>19!=30:[n-3)! 
(n=1)tn-2]tn-3)=30-(n-3y! 
que é o mesmo que nº - 3n — 28 = O cujas raizes são n= 7 0un = — (não 
convém) Logo, S= (7). 


Mostre que Anx An-ep-nE Anp, cOoMmÊS PE n. 
Solução 


Utilizando a expressão: 


Amp = 


7: escrevemos: 
! n-k)! 
[1º membro) <A, Anko ga gi 
| ink (in-h)-tp-k)! 


nt n' 
-——— = = Ann =|2º membro 
(n-k-p+kjlo qr- 


e)! 


Exercícios Propostos 


12.4) 


12.5) 


12.6) 


12.7) 


12.5) 


12.9) 


Calcula: 
a) Aias b) Ass Cj Ass d) Ana 
EJ Án.23 B Aias q) Ars h) isa 


Determine as condições de existência de cada expressão dada, onde n E 5. 


a) Ana bj As n C) Ansa 
dy Ans8,3 e) Ane 10,5 b An-3,3.n 


Resolva as equações: 
a) An.1,2 = 90 b) Ani2 = 110 


Resolva as equações: 

a) Ana = lá Ana 

bj) Anes? = 63 Ana 

C) An-18— 55 An114=7 Ang 


Determine n nas equações abaixo. Em seguida, para esses valores de n, 
determine os possiveis valores de p. 

a) Anp = 3 An-1, p-1 

b) An+2p + 20 An p-? E 10 An+41,p-1 


Mostre que: 


Mapa 
(n + W Amp + ——— 2 Pica 
n=p+1 
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12.3 - CÁLCULO DO NÚMERO DE COMBINAÇÕES 


Consideremos, inicialmente, os exemplos. 
Exemplos 


c) Vamos determinar quantas combinações de classe 3 podem ser feitas 
com 5 elementos do conjunto E = (a; b: cd; es. 


Sabemos que existem Css dessas combinações. Tomando, por exemplo, 
uma delas: 


fa: cd) 


vamos verificar quantos arranjos de classe 3 podem ser formados a partir dela, 
para isso, basta escrevemos os elementos a, c e d em todas as ordens possiveis. 


Combinação Arranjos gerados pela combinação 


ja: cd) ta cia), ta dice) (ca dic da) (dia c)ldc a) 


Temos 6 arranjos gerados pela combinação. 


Para concluir que a combinação (a; c; d) gera 6 arranjos de classes 3 sem 


formar todos eles, basta aplicar a fórmula correspondente ao número de arranjos 
de 3 elementos. tomados 33 3: 


Asg=3-2-1=38=B 


Tomada outra combinação, evidentemente q resultado se repetirá. 


Vemos, então. que cada combinação de classe 3 gere 3! = 6 arranjos de 
classe 3. 


O total de combinação de classe 3 (Cs 3) gera o total de arranjos de classe 
3 (Asa) 


1 combinação — 2!=6 arranjos 
sa combinações — Ass arranjos 


Dessa proporcionalidade tiramos o total de combinações: 


À sa 
Sae 
h.d.a 
Logo, Css = E RERE = 10 


De fato, existem 10 combinações dos 5 elementos de E, tomados 3 a à 
(a bc) (ab; d) (ab e) fa;c; dj (a: c;e) 
(ad epibied, (bicieL(bid ey (c; d;e) 


d) Vamos determinar de quantos modos podemos escolher, entre 6 
pessoas, uma comissão de 4 pessoas, 

Evidentemente, trata-se de um problema de combinações pois, numa 
comissão podemos trocar a ordem de seus elementos que ela não se modifica. 

Assim, o total de comissões é dado por Ceasa. 

vamos considerar uma dessas comissões, por exemplo aquela formada 
pelas pessoas 

XY. wW,Z 
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e calcular quantas diretorias com presidente, vice-presidente, secretário e 
tesoureiro podem ser formadas a partir desse comisão. 
Sabemos que a formação de uma diretoria corresponde a construir um 
arranjo. pois à ardem em que os cargos são otupados é importante. 
Assim, como dispomos de 4 elementos X. Y. We Z, O númera de arranjos 
que podem ser formados usando os 4 elementos é: 
Ass=4- 3" 2:1=4]= 24 
É claro que uma outra comissão também daria ofigem a autras 24 diretorias 
Vemos, então, que cada comissão gera 4! = 24 diretorias 
Como existem Cos comissões e o total de diretorias é Asa, temos a 
proporcionalidade: 
41 comissão — 4] = 24 diretorias 
Css comissões — Ása diretorias 


à 
donde tiramos Cas = Ei 
Sá. 
Logo, Cea = B545. 15 
q 3.2-1 
Dra. o fato de nos exemplos c e d termos encontrado que 
ô A 
. ad = s4 
Ca = 3! a Cos = 41 


está nos sugerindo que o número de combinações simples, de classe p, é igual 
ao número de arranjos simples, de classe p, dividido pelo fatorial de p, ou, em 
outras palavras; 


O númera de combinações simples de p elementos que podem ser 
formadas com os n elementos ds um conjunto E [0= ps n) é dado por 


Demonstração 
1) para p=0 
Existe uma única combinação de classe zero: 0 comunto & (veja o exemplo 
n 
e do capitulo anterior). Assim, CnoS [ | al 
(O, 
A 1 
Mas, para p = O, temos Ping o—M == =1 
p! 0! 1 
R Ano 
Logo, Eno = NE a 
2º] para p? 1 
vVamos supor que o conjunto 
(a x xa... Xe) 
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seja uma qualquer das Cap combinações dos n elementas de E, lomados pa p 
A partir dessa combinação podemos formar um certo número de arranjos 
de p elementos, basta para isso escrever os elementos em todas as ordens 


possiveis. 
Como lemos p elementos e os arranjos devem usar todos eles, esse 


número é 


Temos, então. que cada combinação de classe p gera pl arranjos de classe 
p. Oiotal de combinação (Cap) gera o total de arranjos (An p). 


ft combinação gera p! Arranjos 
Cno combinações geram Anp arranjos 


Portanto, Cnp = Dn 
Fxemplos 
Cos = 2 = 3 e = 56 
Cos = =. = - 45 


Lembrando que Ang= , à expressão de Cnp pode ser escrita: 


-p | 
n! 
A fn-= 05! 
p! p! plin-p)! 


Observação: são bastante úteis os valores de Cap nos casos particulares 
emquep=0 p=1ep=n Devemos, porisso, conhecéeos: 


Coon, 
"oaun=DL tn 
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ASSIM, Cu tl =n 


Assim, Cain = Ea) = 1 
Exemplos 
13 
Can =1 13 =1 
(1) = 8 Cos — 26 


Exercícios Resolvidos 


12.10) Resoiva a equação Cns = 4Cn-ta 


Solução 

Wilizando a fôrmula 
n! é 

=| a equação se escreve 
“P pln-p) 
n! e tn— 1! 
SHn—5)! di(n-1=4)! 
n(n= 0" qn= 1! 


S.4n>5)! 0 4ltn-5) 
donde ç"4 isto é. n = 20 


Logo, 5=(20 | 


1 
12.11) Mostre que não Ones = Cp onde n > p. 


Solução 

— — E +1 .p+1 n! E 

membro Edo -— Dm 

[E merrol + Pi n-p (p+Din-(p +)! 
p+1 n' n! 


e ——e—e——eeo O e—————— nm 


n-p t(p+pitn-p>—1)! plin-pin-p— 1)! 


tn-py 
nt 
=—— = Cap = |2"membro 
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Exercícios Propostos 
12.12) Calcule: 


a) Caos DJ Ê ] c) Co 
17 
E) Gisas 5 


12,13yResolva as equações: 
a) Cnz + 2 Cos & 
bj 11 Anz= 3 ÔOmis 


12.14) Mostre que, se Cnp = Copa, (n>p + 1), então né impar. 


12.15) Mostre que. 


1 
EM Ro a A 
n-p+1 


onde n> p>— 1 


246 


Capítulo 
Problemas de arranjos 
1 3 e combinações 


12.1 - OS PROBLEMAS GERAIS 


Conhecemos agora os conceitos e as regras de cálculos de arranjos & 
combinações. Podemos, por isso, enfrentar de modo completo os exercicios que 
os envolvem. 

Chamamos, antes, a atenção do leitor para um fato muito importante: todos 
os problemas de arranjos podem ser resolvidos aplicando-se de forma 
conveniente o Principio Fundamental da Contagem. este fato já deve ter sido 
percebido quando calculamas o número de arranjos nó capitulo anterior. À 
justificativa é muito simples: q Principio Fundamental trata da ocorrência de 
eventos sucessivos. isto é, ordenados. 1º, 2º, 3º... e a lormação de um arranjo 
(subconjunto ordenado) é entendida como uma escolha ordenada de elementos. 


4º evento: escolha do 1º elemento do arranjo 
2º evenlo: escolha do 2º elemento do arranjo 


Fica, então, uma sugestão: que o leitor, sempre que se defrontar com um 
problema de arranjos. imagine também a solução desse problema encaminhada 
pelo Principio Fundamental da Contagem. 


Exercicios Resolvidos 


13 1) Quantos números de 4 algarismos distintos podem ser formados elementos 
da conjunto E = [2: 4,6. 7,8, 05? 
Solução 


Devemos, então, escolher 4 dos 6 algarismos dados. Como. por exemplo, 
2 764 42 476. lrata-se de um problema de arranjos. 
Logo. o total de números possiveis é: 


Aga=8-5:4:3=350 
13.2) Quantos subconjuntos de 4 elementos tem o conjunto E = (2:4. 6: 7.8, 9)? 


Solução 


Cada subconjunto de 4 elementos é uma combinação dos 6 elementos de 
E. tomados 4 a 4. Assim, o número desses subconjuntos é: 
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13.3) 


13.4) 


3.5) 


13.5) 
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Quantos jógos foram realizados num campeonato de futebol, disputado em 
um só turno (isto é dois Umes se enfrentam uma única vez) do qual 
participaram 16 times? 


Solução 


É claro que, por exemplo, q jogo Santos versus Corinthians & o mesmo que 
Corinthians versus Santos. Por isso, oq número de joges é o total de 
combinações das 15 equipes formadas duas a duas; 

Am> 15-15 


SO boiada 
2! 2 108 


Dez equipes de basquete vão disputar um campeonato em três turnos (isto 
é, duas equipes vão jogar entre se três vezes) Supondo que q mesmo lime 
ganhe os três turnos, não havendo, por isso, necessidade de nenhum putro 
1090, quantas partidas serão disputadas? 


Solução 


à exemplo do exercicio anterior, trata-se de um problema de combinações 
Em cada tumo, q número de jogos é dado por Cima. Como teremos três 
turnos, o total de jogos será: 

A 1D.9 
3 Cia = 3- 12 


=d. = 135 
2! 


Doze atletas (4 sul-americanos, 4 africanos e 4 asiáticos) disputam uma 
prova Serão premiados, conforme a classificação os cinco primeiros 
colótados. De quanlas maneiras pode ser feita essa premiação? 


Solução 


Se a premiação é feita conforme o atleta seja primeiro, segundo... , ou 
quinto colocado, cada vez que se forma a lista dos 5 primeiros, tem-se um 
subconjunto ordenado 

Logo. o total de maneiras é: 


Arns =12-11:10-9-8=95 040 


No exercício anterior, qual o número de maneiras de se fazer a premiação, 
se o unica sul-americano classificado é o primeiro colocado? 


Solução 
2r a? E a 


[rstsmerçie) [JD] CJ 0] 


atletas de outras origen: origens 


Temos, então, 4 possibilidades de escolher o 1º colocado (qualquer dos 
atletas sul-americanos). Restam-nos, portanto, 8 atletas para a escolha dos 
4 outros premiados, já que não há outro sulamencano classificado. Assim, O 
total de maneiras é, pela Regra do Produto 


4 Aga=4-:8:7:8:5= 6720 


134 7?) Uma equipe de inspeção tem um chefe, escolhido entre 4 engenheiros e 10 


13.8) 


13.9) 


técnicos, escolhidos entre 15 outros profissionais. De quantas maneiras 
pade ser composta essa equipe” 


solução 


Para a escelha do chefe, temos 4 possibilidades. 

Para a escolha dos técnicos, dispomos de 15 elementos para escolher 10: 
coma esses profissionais tem atribuições iguais, cada grupo de técnicos é 
uma combinação. 


Logo, o numero de medos do compor a equipe é: 


144.13-12.11:40] 
Grau TS a UR 


— = 12012 
10151 1015.43.21 


Quantos números de 3 algarismos distintos, começando por algarismo 
impar, podem ser formados com ns elementos 2,32,4,5,8, 7 e 87? 


Solução 


É um problema de arranjos pois, por exemplo, 345 4 534. 


ear] LI] |] 


Para a escolha do primeiro algarismo, temos 3 possibilidades: os algansmos 
É os RE É 

Escolhido a primeiro, restam-nos 6 elementos, dos quais devemos escolher 
2 


Logo à quantidade desses números é: 
3-As2=3-8-5=00 


Quantos números, entre 4 000 e 20 000, de algarismos distintos. podem ser 
formados com os algarismos de 1 a 8º 


Solução 


Calculamos, primeiro, a quantidade de números entre 1000 e 10 000. isto é, 
números de 4 algarismos 


1000< [] [] [] [ ] <10000 


número de 4 algarismos 
distintos 


Como disponos de 9 elementos para escolher d, essa quantidade é dada 
por Asa. 

Caleulamos, agora, à quantidade de números entre 10 000 e 20 000. 
Devemos notar que são números de 5 algarismos que, para serem menores 
que 20 000, devem ter o 1 como primeiro algarismo: 


10000< [1] [] [] [] [| <2000 


Fixado, então, à número 1, restam-nos 8 algarismos para escolher os d que 
se seguirão ao 1. Temos, então, Ass números. 
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Logo, o total de números é a soma das duas quantidades: 
AgatrAgs=9-8-7-6+8:-7-6-5=4704 


13.10) Qual o número de subconjuntos com 2, 3 ou 4 elementos que tem um 
conjunto de 9 elementos? 


Solução 


O número de subconjuntos de 2 elementos é dado por Co2. 
O número de subconjuntos de 3 elementos é dado por Cg3 
O número de subconjuntos de 4 elementos é dado por Co 
Assim, o total de subconjuntos pedidos é: 


9-8 9.8.7 9-8.7.6 


+———— + ———— = 246 
DA 2 4:38:21 


Cg2 + Cas + Cos = 


13.11)Unindo-se os vértices de um octógono regular, formam-se quantos 
segmentos? Quantas diagonais tem octógono? 
Solução 


Dispomos de 8 pontos para a escolha de 2. Como a ordem em que unimos 
os pontos não modifica o segmento formado, podemos construir 


Cao = = = 28 segmentos. 


me 
SEO 


Es ='BE 
Notemos, agora, que dos 28 segmentos que podem ser formados, alguns 


são lados do ectógono e outros são diagonais. Logo, subtraindo o número 
de lados (que é 8), obtemos o número de diagonais: 


Cs2- 8=28- 8 = 20 diagonais 


13.12) É dado um conjunto E, de 10 elementos. Quantos subconjuntos de E não 
são conjuntos de 4 elementos? 


Solução 


É evidente que a solução do problema pode ser feita calculando-se o 
número de subconjuntos de 0, 1, 2, 3, 5, ... 10 elementos e somando-se 
esses resultados. 
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No entanto, é muito mais simples calcular o total de subconjuntos de E e 
dele subtrair o número de subconjuntos que tem 4 elementos Teremos, 
assim, a quantidade de subconjuntos que não são de 4 elementos. Então: 
- o número total de subconjuntos de E é 21º 
- O número de subconjuntos de 4 elementos é dado por Cioa. 
Portanto, a solução é: 

DO as =q0045 DEE ara 

4:3:24 


13.13) Dez pessoas, entre elas José, estão reunidas para escolher a diretoria de 
um clube, formada por um presidente, um vice-presidente, um secretário e 
um tesoureiro. Em quantas das diretorias que podem ser formadas José não 
é presidente? 


Solução 


Calculando, primeiramente, o total de diretorias possíveis e, em seguida, q 
número de diretorias em que José é presidente, a diferença entre esses 
resultados nos dá o número de diretorias nas condições do problema 


- O total de diretorias é dado por Aros. 


- Fixado José na presidência, os três outros diretores devem ser escolhidos 
entre as 9 pessoas restantes 


P V-P S T 
os |[ JL If 

O número dessas diretorias é, então, dado por Às. 
Portanto, o número de diretorias em que José não é presidente e. 

Ajgs—- Aga =10-9:8-7-9.8:7=4536 

13.14) Quantos triângulos podem ser contruídos usando-se, com vértices, os 

pontos A B CDE F.G, H,|, da figura? 

A B C D 


E F G H É 
Solução 


Para a construção de um triângulo devemos escolher 3 pontos entre os 9 
dados. Como, por exemplo, o triângulo ABF é o mesmo triângulo BFA, trata- 
se de um problema de combinações. Podemos resolvê-lo de dois modos: 


4º modo: 


O total de combinações dos 9 elementos tomados 3 a 3, é dado por Csa. 
Mas por certo, estão incluídos nesse total, agrupamentos de 3 pontos que, 
absolutamente, não determinam triângulos por serem grupos de pontos que 
pertencem a mesma reta, como, por exemplo, ABC, ACD. FGH 
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Devemos, então, subtrair desse lotal, O número de falsos triângulos. Para 
isso, basla calcularmos o número de combinações de classe à existentes 
com os 4 pontos da reta re com os 5 pontos da reta 5; 


- número de faisos triânguios em r: Caa 
- número de faísos lriângulos em s: Css 
Portanto, o número de triângulos é: 


09] 900 Jos 


2º modo: 
Os triângulos que podem ser construidos são de dois tipos: com um vértice 
em rdeis em s ou com um vérice ems e dois em r. 


- Múmero de Inôngu'os Com um vórtice em re dois em s: 


Para a escolha do vérice em r, temos 4 possibilidades (A, B, C, D) Para a 
escalha de dois vértices em 5, lemos Cs2 possibilidades. 
Assim, O número desses triângulos é: 


- Número de Inânquios com um vórtice em s e dois em [ 


Para a escolha do ponta sobre s, temos 5 possibilidades. Fara a escolha de 
dois pontos sobre r. temos Cas possibilidades. 
Assim, O número desses triângulos é: 

4.: 


56,2=5:5=30 


u 


Logo, o total de triângulos & 
4:Caz+t5o Caz=40+30=7Ô 


13.15) Como os 7 cardiologistas e & neurologistas que trabalham em um hospital, 
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quer-se formar uma junta medica de 5 elementos. Quantas juntas podem ser 
formadas se devem sempre participar 3 cardiologistas E 2 neuralogistas” 


Solução 


Temos aqui um problema de combinações pois, formada uma junta, ela 
não se modifica quando se altera a ordem de seus elementos. 

É evidente que não podemos formar os 13 médicos e combiná-los 5 a 5: 
desta forma estariamos formando muitas comissões que não satislazem as 
condições do problema. 

Devemos nalar que, para temos certeza de fontar juntas com à 
cardiologistas » 2 neurologistas, precisamos resolver o problema em duas 
fases: primeiro, escolher os 3 cardiologista: em seguida, escolher os 2 
neurólogisias. São, portanto, dois eventos. 


"evento: escolha dos cardiologistas 


Bispomos de ? elementos para escolher 3. O número de possibilidades ê, 
então, Cras 


2º evento: escolha dos nevralogistas 


Dispomos de 6 elementos para escolher 2. O número de possibilidades é, 
então, Cs 


41º eventa 2º evento 


[Nf 


possibilidades: ! Be Lo a C, RA 
Finalmente, pelo Principio Fundamental da Contagem, o número de 
juntas &: 
7-8-5 6.5 
ia dd —— = 525 
PS E De 


13.16)Dispondo de um baralho de 52 cartas (4 naípes com 13 cartas cada), 
determine quantos jogos de 5 cartas podem ser fórmados nas seguintes 
condições: 
a) & cartas quaisquer: 
D) jogos com 3 reis e 2 valetes; 
c) jogos com 3 cartas de copas e 2 cartas de ouro; 
d) jogos com exatamente 2 ases. 


Solução 


Escolhidas 5 cartas, O jogo formado não se modifica quando se altera a 
úrdem dessas cartas; irala-se, então de combinações. 


a) O número de jogos com & cartas quaisquer é: 
52.561.50-49.48 


Cozs =——TTTT = 2598960 
ae 5.4-3.2.1 


Db) jogos com 3 reis e 2 valetes; resolvemos o problema em 2 fases: 


1º evento: escolha de J reis 
No baralho, existem 4 reis. O número de possibilidades é, então, Caa. 


2º evento: escolha de 2 váletos 
Também dispomos de 4 valates. Assim, o número de possibilidades é Cao. 
1º evento 22 evento 


Ririe] vivi 


possibilidades: É Cas Ci 1 


o — — ue ap qm ed e tum de o um 


253 


Logo, pelo Principio Fundamental, o total de jogos é: 


4a 4.3 
Caia a arq 


c) Jogos com 3 carlas de copas e 2? de quro: 


1º evento 2“ evento 
[EPA] [616] 
41º evento: 3 cartas de copas 


número de possibilidades: Cj 


2º evento: 2 cartas de ouro 


número de possibilidades: Ciaz 


Total de jogos desse lipo: 


13:12:11 13:12. 0. 
Cias Cao “Ca 2a. = 22 3UB 


d) jogos com exatamente 2 ases 


Iniciamos escolrendo 2 ases: para termos certeza de que nãa ocorrera quiro 
às entre as 3 caras seguintes, para a escolha desta 3 eliminarmos 05 4 ases 
do baralho, restando-nos 48 cartas: 


1º evento 2º evento 
lalal [IT] 
1º evento: escolha de 2 ases 
número de possibilidades: Csa 
2ºevento: escolha de 3 oulras caras 
número de possibilidades: Cso3 
Total de jogos com exatamente 2 ases: 


Ca AR 48:47.46 
Ui “ULaas “24 az = 103776 


13.17) Dez objetos diferentes devem ser guardados em 3 gavetas À Be C, sendo 
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4 objetos em A, 3 em Be 3em C. De quantas maneiras isso pode ser feito? 


Solução 


iniciamos pela escolha dos 4 objetos para a gaveta À; em seguida, dos 6 
objetos restantes, escolhemos 3 para a gavela EB, ficando assim, 
automaticamente escolhido os objetos para C: os últimos 2. 

1º evento: escolha para À 


número de possibilidades: Cia 


2º evento: escolha para E 
número de possibilidades: Cas 


Tolal de maneiras: 
Cos * Css = 210-20 = 4200 


13.18)Trabalham, em uma firma, 8 engenheiros e 6 economistas. Quantas 


comissões de 5 classes profissionais podem ser formadas de modo que em 
tada comissão haja, no minimo, 3 engenheiros? 


Solução 


Ter no minimo 3 engenheiros significa que as comissões podem ter 
exatamente à engenheiros, ou 4 engenheiros ou 5 engenheiros, isto é, 
podemos formar comissões de 3 tipos: 


| com 3 engenheiros e 2 economistas 
II. com 4 engenheiros e 1 economista 
IL com 5 engenheiros 


A soma das quantidades de cada um dos tipos nos dará o total de 
comissões. 


1. comissão com 3 engenheiros e 2 economistas 


1º evanto 2º evento 

Ena Eng | Eng Eco Eco | 
RE a. O 
possibilidades: 1 Cas Cos + 


Tolal dessas comissões: Cas: Cez= 58:15 = 840 


ff. comissão com 4 engenheiros e 7 economisia 
1º evento 2º evento 


ei ——— o 


possibilidades: 
Total dessas comissões: Cas" B= 7O - 6 = 420 


H'. comissão com 5 engenfieiros 


[Era [Ef E [Em [Es 


possibilidades: E” Ê 


Total dessas comissões: Cas = 56 
Ássim, O número de comissão com, no mínimo, 3 engenheiros é: 
Cas: Co2+ 8: Cost Cos- BãO + 420 +55 = 1315 
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13 19) Considere um trabalho de 28 cartas (os naipes, com 7 cartas cada). 
Quanios jogos de & cartas, com, no minimo, 3 cartas de paus, podem ser 
formados”? 


Solução 


Coro nó exercicio anterior, temos vários casos a considerar: são os jogos 
com exatamente 3 cartas de paus, com 4, &, 8 ou 7. Podemos, entretanto, 
conduzir o problema por um outro caminho, calculando inicialmente o total 
de jogos possiveis e, depois, subtrair desse total as quantidades de jogos 
com duas cartas de paus. com uma e também com nenhuma carla ce paus. 
Assim: 


- Tolalde jogos de Becaras: Czas = 3 108 105 


- Jogos com duas Cartas de paus: 
1º evento 2º evento 


A ELEITO) 


—— lã. o— o— o— o — em 


possibilidades: 1 Cs Cos! 


— — — =. e vi o 


Total desses jogos: Crz - Ce = 1139 544 


- Jogos com uma só carta de paus: 


E3 FEL 


eee o— — o oro em 


possibilidades: + 7 Co 


ue — — e — o — — — 


Total desses jogos: 7 - Ca17 = 813 980 
- Jogos sem nenhuma cartas de paus: 


Retirando do baralho as ? cartas de paus, restam-nos 21 cartas para 
escolher &: 
Cara = 203 490 jogos 
Finalmente, o número de jogos como pelo menos 3 cartas de paus é: 
Czga — 0720 Cns-7T Corz-Cas= 951111 


Exercícios Propostos 


13.20) Numa urna hã 20 bolas, sendo 11 brancas, 5 azuis e 4 vermelhas. De 
quantos modes podemos retirar: 
a) uma bola 
bj duas bolas 
ci duas bolas branças 
d) três bolas, sendo nenhuma branca 
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13.21)Dez estudantes prestam um exame. De quantas maneiras pode ser 
composta a lista dos 4 primeiros colocados? 


13.22) Entre 10 condôminos presentes a uma reunião devem ser eleitos 1 síndico e 
à conselheiros. De quantos modos pode se dar a escolha? 


13.23) Uma confeitaria produz & tipos de doces e dispõe de embalagem pera 3 
quaisquer dos tipos. Se as embalagens podem ser apresentadas em 5 cores 
diferentes, quantas são as alternativas de escolha de um consumidor? 


13.25) Participam de um torneio de xadrez 5 russos. 5 americamnos e 4 cubanos, 
De quantos modos pode ser feita a premiação dos 3 primeiros colocados se 
9 único americano classificado ficar em terceiro lugar? 


13.26) Numa livraria há 15 coleções diferentes de livros, com & volumes em cada 
coleção. Um cidadão quer apresentar um amigo com à volumes de uma 
mesma coleção. Quantas São as maneiras de escolha? 


13.27)Dado o conjunto E = (a; br; c; d; e: Ff 9). determine em quantos dos seus 
subconjuntos de elementos comparecem ae b. 


13.28) No conjunta anterior, em quantos dos subconjuntos de 5 elementos não 
comparecem a nem b? 


13.29) Sete pessoas, entre elas José e Eustáquio, estão reunidas para formar uma 
chapa com presidente, secretário, segundo secretário e tesoureiro. 
Delemmine em quantas das possiveis chapas. 

a) José é presicente e Eustáquio tesoureiro 
bj Jose não é o presidente e Estáquio não é o tesoureiro 


13.30) No exercicio anterior, em quantas das possíveis chapas pelo menos um 
deles (José ou Eustáquio) faz parte da diretoria? 


13.31/Um deputado quer convocar 5 entre BR políticos de seu grupo para uma 
reunião. No entanto, dois desses políticos tem forte rixa pessoal. De quantos 
modos pode ser feita a convocação de maneira que não compareçam 
simultaneamente os dois citados? 


13,32)Consigere um conjunto de 10 elementos e determine o número de seus 
subconjuntos com: 
a) & elementos 
bl] 2, 30u 4 elementos 
c) qualquer quantidade de elementos, com exceção daqueles de 2? ou 3 
elementos. 


13.33)Com os algarismos de 1 a 8, quantos números nalurais x, de algarismos 
distintos, podem ser formados se: 
a) 10 000 «x = 100 000 cc) 1000 <x=30 000 
bj 100 <x< 27000 d) 1 000 <x <« 25 000 
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13.34) Considere os vértices de um hexágono regular. 
a) Quanlas retas ficam por eles determinadas? 
bj) Quantos triângulos com vértices nesses 6 pontos podem ser 
construidos? 


13.35) Considere os vértices de um decãgono regular. 
a) Quantos segmentos podem ser traçados unindo esses vértices? 
b) Quantas diagonais tem o decágono? 


13.38) Deduza, pelo processo combinatório, a expressão Da do número de 
diagonais de um poligono regular de n lados. 


13.37) Quantos triângulos podem ser construídos com vértices nos pontos da 


figura: 
B Le D 
— r 
E 
E F G 
13.38/Quantos triângulos podem ser construidos com vértices nos pontos da 
figura: 
B ni 
a D E F 


G H | 


439)Sobre os lados de um (triangulo marcam-se 3. 4 e 5 portos, 
respectivamente, distintos dos vértices. Determine q número de triágulos 
que podem ser construidos com vértices nos pontos marcados 


13.40)0 corpo docente de uma escola é formado por 4 diretores e & livres- 
docentes De quantas maneiras pode ser composta uma banta de exames 
com 2 diretores e 4 livres-docentes? 


13.4 Trabalham em uma firma 8 engenheiros e 6 arquitetos. Quantas comissões 
com 4 engenheiros e 3 arquitetos podem ser formadas? 


13.42)De quantas maneiras diferentes podemos vestir 2 meninos (de mesmo 
tamanho) dispondo de 5 camisas e 4 calças? 


13.43) Doze pessoas dispõem, para viajar, de 3 carros: um de 6 lugares, um de 4 
lugares, e um de 2 lugares. Determine o número de maneiras de distribuir as 
Ppess0as nos carros, 


13.44)De quantos modos podemos distribuir 10 brinquedos entre 4 crianças, de 
modo que a primeira receba 3, a segunda 3, a terceira 2 e a quarta 2? 


13.454Para um desfile em que 3 modelos se apresentam, um costureiro dispõe de 
4 vestidos, 6 pares de sapalos e 5 bolsas, sendo estelicamente possivel 
formar qualquer conjunto. De quantas maneiras diferentes pode o costureiro 
vestir as modelos? 
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13.46) Determine, dando a resposta na notação fatorial, de quantos modos uma 
classe de 25 alunos pode ser separada em 5 grupos de 5 alunos. 


13.47) Delermme de quantos modos podem n pessoas serem separadas em 
grupos de p pessoas cada, sendon = p. 


13.48) Quantas comissões de 5 pesscas podem ser formadas, dispondo de 10 
deputados e 6 senadores, de modo que, em cada comissão, haja pelo 
menos 3 deputados? 


1349) Quantas comissões de 5 pessoas podem ser formadas, dispondo de 10 
deputados e & senadores, de modo que, em cada comissão haja pelo 
menos & depulados? 


13.50) De um baralho de 52 cartas são eliminadas as caras de 2 2 9, dos 4 naipes. 
Com as cartas restantes, determine o número de jogos (que podem ser 
formados) 
aj de 5 cartas quaisquer 
bj de 5 cartas, com 3 ases é dois reis 
c) de 5 canas, com 3 iguais entre si e outras duas iguais entre si (por 

exemplo, 3 ases e dois reis ou 3 três damas e 2 ases) 


13.51)Ainda nas condições do exercicio anterior, determine o número de jogos de 
5 cartas com: 
a) exatamente dois ases 
hj exatamente duas cartas de copas 
c) no minimo três ases 
d) no minimo um às 
e) no minimo duas cartas de copas 


13.2 - O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES INJETORAS 


No item 1.5, vimos como se determina o número de funções de E em E, 
sendo E e F dois conjuntos finitos. Nosso problema agora é determinar quantas 
funções de E em F são injetoras. 

Recordermos que a lunção f é injetora quando cada elemento do conjunto- 
imagem de [ é imagem de um único elemento de E, isto é dois elementos 
diferentes de E, x é xz tem imagens diferentes em PF. fx1) = fixz). Veja o 
diagrama de flechas como exemplo: 


2a 


Então, para compreendermos o cálculo do número de funções injetoras, 
comecemos com um exemplo: sejam E = (a; be F = (mw: (3; y); vamos construir 
todas as funções injetoras de E em F (lembrando que a e b não podem ter a 
mesma imagem): 


st] 


[m] 
[1] 


Le] 


Temos, então, 6 dessas funções. 

Notemos, agora, que a formação dessas funções se deu pela escolha em F, 
de 2 de seus 3 elementos e, ainda mais, que a ordem dessa escolha foi importante 
pois, por exemplo, as duas primeiras funções usam os mesmos elementos q e fi 
de F, mais em ordens diferentes sendo, por isso, funções diferentes. 

Tudo isso nos diz que ao escolhermos (com imagens) ordenadamente 2 
dos 3 elementos de F, estamos formando arranjos. Portanto o número de funções 
injetoras é: 

Aa2=3:2=6 


Vamos, então, ao caso geral: 
Sendo E e F dois conjuntos finitos, o primeiro com n elementos e, o 


segundo, com k elementos (k 2 n), quantas funções injetoras de E em F podem ser 
formadas? 


260 


Solução 


Sabemos que a formação de uma função injetora se dá escolhendo, sem 
repetir, n dos k elementos de F para serem, cada um, imagem dos n elementos de 
E: 

Também sabemos que essa escolha deve se ordenada pois, se trocamos a 
posição de duas imagens, modificamos a função: 


SG 
Ma 


(ps 

XxX X 

No — 

º o 

| 
ae. 


“esq. 
CE 1 
ho = 


Trata-se, então, de um problema de arranjos dos k elementos de F, 
tomados na n. 


Logo, o número de funções injetoras é: 


mad 


Al = 
So = 


Exemplos 


a) O número de funções injetoras de E =(a;b; c;deJem F =(1,2,3,4.8; 
12; 24:36) é: 
Ass =8-7:6-5:4=6720 


b) Os conjuntos E em F tem, respectivamente, 4 e 10 elementos. Quantas 
funções de E em F não são injetoras? 

O número de funções de E em F é 104 = 10 000 

O número de funções injetoras de E em F é Aos = 10-9:-8-7=5 040 

Logo, o número de funções não injetoras é: 


10º — Aso,s = 4 960 
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3.3 —- O PROBLEMA DO NUMERO DE SUBMATRIZES E MENORES 


Consideremos. como exemplo, a matriz 


14 7 40 
A=|z 5 8 11 
P&B 6 2] 


Uma submatriz de A é qualquer matriz obtida pela eliminação de linhas ou 
3lunas de À, assim, as matrizes 


de dê PR a 
[5 e). | | Liz sai 2 8 
ES SI ae gp] [49 


ão algumas das submatrizes de A, respectivamente dos tipos (1x2), (2x3), 
x 2), (3x 3) (3x2). 

Quando uma submatriz é quadrada, o seu determinante é chamado de 
jenor da matriz À, assim, 


: PA ado TO 
E | elZ 5 11 
- :S co 48] 


so dois dos menvúres de À. 

Notemos que a farmação de uma submatriz se faz escolhendo um certo 
mero de linhas e, em seguida, um certo número de colunas da matriz dada, 
jantendo a posição relativa das filas escolhidas, pois se esta posição for trocada, 
matriz formada não é a submatriz de A; 


+ da é submatriz de À 
De ABM 
[2 E | não & submatriz de & 
jt 4 7] 


Trata-se, então, de combinar as linhas e as colunas da matriz dada 
Podemos, por isso, resolver os problemas: 


1º) Quantas submatrizes do tipo (2x 3) tem a matriz A(3 x 4)? 


Solução 


Temos dois eventos; 


1º evento: escolha das linhas 


Devemos escolher 2 das 3 linhas de A, o número de possibilidades é C32=3. 


2º evento: escolha des colunas 


Devemos escolher 3 das 4 colunas de 4; o número de possibilidades é 
as = 4. 
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Logo, o número de submatrizes [2x 3) de À É: 
Car: Caa=3:4=12 


2º; Quantos menores de ordem 2 existem na matriz A(3 x 4)” 


Solução 


Como um menor é um determinante de uma submatriz quadrada, O número 
de menores de ordem 2 é o próprio número de submaírizes do lipo (2x 2), isto nos 
diz que devemos repetir a solução do 1º problema para 9 caso em que 0 número 
de colunas que devem ser é igual ao número de linhas: 


Caz2" Cap=3-6=18 
Logo, existem 1B menores de ordem Z em A. 
No caso geral, temos: 
Sendo À uma matriz do tipo (m= n). 


- O número de suas submatrizes do tipo (px), peme gen. é 


- O número de seus menores deordem r remer<n,ê: 


Exemplos 


a) Sendo A(5x 7), o número de submatrizes (3x 4) é: 
Cas C74= 10-35 = 350 


bj) Sendo A(dx=5) o totaf de menores de A é dado pela soma das 
quantidades de mencres de ordem 1, de ordem 2, de ordem 3, e de ordem 4; 


Car Us1+ Ca2c C52+C4a5 Casa t Casa  Cr4=4:5+8:10+4-10+1:6=125 
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Capitulo 


Permutações 


1 4 simples 


14.1 — DEFINIÇÃO 


Consideremos, por exemplo, o conjunto E = (5; 7; 8) Sabemos que é 
possivel formar, com os elementos de E, arranjos de classe zero, de classe 1, de 
classe 2: mas, a classe máxima que podem ter esses arranjos é 3; são os 
subconjuntos ordenados que utilizam todos Os 3 elementos de E. 

Assim, se com esses elementos, quisermos formar números de 3 algarismos 
distintos, somos obrigados a usar, na composição de cada número, os 3 
algarismos (5, 7 e 8) 

Ste: 6B7 758 B57 B75 


Temos, então, 6 arranjos de classe máxima e esse número se confirma 

pelo cálculo. 
Aa3a=3:2:1=6 

Este exemplo mostra-nos que, quando formamos arranjos de classe máxima 
com os elementos de um conjunto, nada mais estamos fazendo que tomar todos os 
lementos do conjunto e ir permutando suas posições. Podemos, por isso, chamar 
ais arranjos de permutações. Dai a definição: 

Permutações são arranjos de classe máxima ou, com maior rigor: 


Uma permutação dos n elementos de um conjunto E é qualquer arranjo de 
classe n desses elementos. 


O número de permutações é indicado por 


Da definição, é imediato que Pn = Ann. 
n! 


Utilizando a igualdade An, p = ——, 
(n—p)! 


Logo, o número de permutações é 


[Pa=ni | 


Assim, no caso do exemplo inicial, temos P3 = 3! = 6. 
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Exemplos 


a) O conjunto E = 46; 7; 8, 9) tem 4 elementos. Para formamos, com eles, 
números de 4 algarismos distintos, devemos utilizar todos. Alguns desses numeros 
são. 789,8 679,6 798,9 768 

A quantidade deles é o total de permutações de 4 elementos 


Psa=4i=2d 


bj Yamos calcular é número de anagramas da palavra TRANCO (anagrama 
é qualquer palavra, com significado ou não, que pode ser formada com as letras da 
que foi dada) Alguns dos anagramas são TARONC, CNRTAO, CRATON, 
CONTRA, NRATOC. 
Para esse cálculo, basta determinarmos o total de permutações das 6 letras 
TRANCO: 
PG =8!=720 


Exercícios Resolvidos 


14.1) O horário de uma classe, num certo dia da semana, deve conter 8 aulas, 
sendo 2 de História, 2 de Matematica, 2 de Português e Z de Fisica, todas 
de assuntos diferentes (por exemplo, das duas aulas de História, uma é de 
História Geral e outra de História do Brasil). Determine de quantas maneiras 
pode ser feito o horário desse dia em cada uma das seguintes condições: 

a) aulas em qualquer ordem: 

b) a primeira e a última aula de Matemática; 

ci a primeira e a última aula de matérias da área de exatas (Física ou 
Matemática). 


Solução 


a) como as 8 aulas são diferentes, o total de maneiras de fazer o horário é 
o total de permutações das é: 


Pa=8!=40320 


b) como as duas aulas de Matemática são diferentes, vamos chamá-la de 
M1 e M2; para serem a primeira e a última, temos duas possibilidades: 
Mia da e M2 a última, ou o contrário: 


SOgOODAn(E 
SOogoddoM 


Para cada uma dessas 2 possibilidades, temos outras 6 aulas para 
distribuir. O número de modos possiveis é Pe. 


Logo, otoial é 
2:Po=2:8!=1 440 
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c) 


Em primeiro lugar, determinamos de quantos mados podemos escolher, 
entre as aulas Mt, M2, Fi e F2, duas para serem a primeira e a última: 


qa 8º 


acepapagaias 


É claro que, por exemplo, F2 na 1º e M1 na &º é diferente de Mina 1º e 
F2 na Bº Por isso temos arranjos: 


As =4-3=12 possibilidades 


Para cada uma dessas possiveis escolhas, temos outras 6 aulas para 
distribuir. 550 nos dá: 


Ps = 61 = 720 possibilidades 
Logo, o total de maneiras é: 
Ago Pp=12- 720-=B 640 


1,2) Considere a palavra VESTIBULAR: 
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a, 
bj 


c) 


quantos 5ão seus anagramas? 
em quantos de seus anagramas as letras B U Le À parecem juntas e 
nessa ordem? 


em quantos de seu anagramas as letras B, U, Le A aparecem juntas”? 


Solução 


a) o número de anagramas é: 


Pio =10! =3 626 800 


b) para cbrigarmos as letras B, U Le A a estarem juntas e nessa ordem, 


c) 


basta “prendermos as 4 numa caixa”, considerangdo-as como um só 
elemento 


E e Ei [o o es E 
e TS 


ta 


Me o ss 
7 elementos 


Assim, toda vez que formarmos uma permutação desses 7 elementos (a 
“caixa” e as oulras 6 letras), teremos, ao abrir a caixa, um anagrama da 
palavra VESTIBULAR em que B, U, Le A, estão juntas e nessa ordem. 
Logo, o total desses anagramas é: 


Pr=7l=5040 


agora, BU Le A, estando juntas, podem estar em quaíguer ordem. 
Então caltulamos primeiro o número de anagramas em que elas estão 
juntas e nessa ordem, isto é, repetimos o item anterior: 


Pz=7|=5040 


Em seguida, notamos que para cada um desses & 040 anagramas 
podermos “abrir a caixa” e trocar a posição das qualros letras; o número 
de maneiras em que isso pode ser feito é: 


Pa=qi= 24 
Lcgo, o intal de anagramas em que 8, U, Le À estão juntas. mas em 
qualquer ordem. é: 
Py-Pa=5040-24=120980 


14.3) Com os algarismos de 1 a 9, sem repel-los, quantos números de 3 


14.4) 


algarismos pares e 2 algarismos impares podem ser formados”? 
Solução 
Em primeira lugar, escolhemos os cinco algarismos (3 pares e 2 impares) 


sem levarmos em consideração à ordem de escolha: 


- escolha do pares 


Dispomos de 4 elementos (2; 4, &, 8) para escolher 3. OQ número de 
maneiras É: 


Cas=4 


- escolha dos impares 


Dispomos de 5 elementos (1: 3, 5; 7, 3] para escolher 2, O número de 
maneiras é: 
Cs2=10 


Ha. ponianto, Cas: €s2 modos de escolher. 

Notamos, então, que, feitas essas escolhas, ainda não formamos as 
números pedidos, mas apenas subconjuntos com três pares e dois-impares. 
Por exempo: 


(2a E a, 12 EE SD BEM TA 


Para que carla um desses conjuntos dê origem a números de 5 algarismos, 
devemos permutar os 5 elementos; 


Ps=51=120 
Lego, o total de números é: 
Cas Cs2 Ps=4:10-120=4 800 


Em quantos anagramas da palavra COLEGA as consoantes aparecem 
intercaladas com as vogais? 


Solução 


Devemos, de início, escolher com que tipo de letra começa o angrama; 
temos 2 possibilidades: vogal ou consoante 


vogal cons vogal Cons. vogal Cons. 


cons, vogal cons. vogal cons. vogal 
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14.5) 


14.6) 
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Para cada uma dessas possibilidades, temes 3 lugares para distribuir as 
consoantes O numeros de modos é: 


Pa=31=6B 


Em seguida, distnibuimos as 3 vogais nas 3 vagas restantes Número de 
modos: 


Ps=31=6 
Logo. o total de anagramas é: 
2-Pa;-Pa=2:6:6=72 


Em quantos anagramas da palavra SIDERAL as consoantes estão em 
ordem alfabética” 


Solução 
A situação das consoantes nos anagramas deve ser: D à esquerda de L, L à 
esquerda de Re R à esquerda qe S. 

EIS us LES msi 
Devemos, enlão, escolher 4 cas 7 posições possiveis e colocar, nesoao 
posições, as leiras DL, R, S sem modificar a sua ordem. Por isso D número 
de possibilidades dessa escolha é: 

Cras = 35 


Para cada uma dessas possibilidades, restam 3 vagas para as 3 vogais, e O 
numero de modos de ocupê-las é: 


Pa=31=6 
Logo, o número desses anagramas é: 
Cra- Pa=35-6=210 


Escrevendo-se em ordem crescente a lista de todos os números de 5 
algarismos distintos, formados com os algarismos 5. 6, 7, 8e 9, que lugar 
DCupa q numero 7a 6959 


Solução 


Trata-se de construir a seguinte lista de números: 


56 789 
56 798 
58 B79 
56 B97 


78 695 


Sa 675 
98 756 
98 765 
O nosso trabalho é calcular quantos são €s números que precedem 7B 655, 
isto é. todos aqueles que: 
1º) começam com 5 
2º) começam com 6 


14.7) 


3º) começam com 75 
4º”) começam com 78 
5º) tem 785 no início 
6º) tem ? 868 no início 
1º) fixado o 5 temos 6, *, Be 9 para as outras 4 vagas 


ELTIT) total destes números: Pa= 41 = 24 


2º) fixado o & temos 5, 7, Be 9 para as outras 4 vagas: 
total destes números: Pa = 4! = 24 
3º) fixados 0 7e 05 temos 6,8 9 para as outras 3 vagas 
total destes números: Pa = 3! = & 
4) fixados o 7? e 06, lemos 5,8€ 9 para as outras 3 vagas: 
total destes números P>=3!=6 
5") fixados 07,08,€e 05, restam 6 e 9 para as outras 2 vagas: 
total destes números: Pz= 2!=2 
6º) fixados 07,08, 06€e 05, resta apenas q 9 para ocupar a última casa: 


[7[8[58[5]9] + sónúmero 


Somando essas quantidades, vem o total de números que precedem 75 
Bos; 
Pa+Pa+Pa+Pa+P)+1=24+24+6+6+2+1=63 


Portanto, nosso número é q 64º da lista. 


Com os algarismo 2, 3 4, 5 e 6 formam-se todos os números de 5 
algarismos distintos. Datermine a soma de todos eles. 


Solução 


Trata-se de formar Ps = 5! = 120 números conforme a tabela 
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e somar todas essas parcelas. 

Observe que em cada uma das colunas (coluna das unidades, das dezenas, 
das cenlenas, ) cada algarismo aparece tantas vezes quantas são as 
permulações dos demais algarismos restantes, isto é, 4! = 24 vezes. 
Nestas condições, a soma de todos cs algarismos de cada coluna & 


(+24 + +HIBHIA. Brg AA A HD +HS +... tE) + 


2d vezas 24 vezes dd vezes 2d vezes 


+(6+8+.,.+6)=24.(2+3+4+5+6)=480 
Tá vezes 


Então, somando-se as unidades da coluna das unidades, obtemos 480: 
somando-se as unidades da coluna das dezenas obtemos 4 800, e assim 
por diante, de acordo com o esquema: 


Coluna das unidades 420 
Coluna das dezenas 4 800 
Coluna das centenas 48 000 
Coluna das milhares 480 000 
Coluna das dezenas de milhares 4 800000 

5 333 280 
Observação 


Para O problema resolvido acima hã um artifício que nos fornece o resullado 
mais rapidamente. Tomemos o primeiro e o último números da Isla e 
façamos a sua soma: 

2a 456 

bo 432 

a8 888 


Verifique-se que 0s demais números da lista também podem ser escolhidos 
aos pares, de mado que a soma seja sempre 85 858: 


Sá 265 de 436 
54 623 SO 452 
85 886 BE 585 


Como os 120 números formam 60 desses pares, a soma total é 
O - (BA BBB) = & 333 280, 


O aluno não deve se entusiasmar excessivamente com o artifício; ele 
so resolve o problema quando os algarismos dados são consecutivos. 


Exercícios Propostos 


13.8) 


Lro 


Delermine, para cada palavra a seguir, quantos de seus anagramas 
começam com à silaba TO: 

a) TEDIO 

bj) PACOTE 

c) BUTANOL 


14.9) Determine quantos anagramas da palavra PALMITO: 
a) começam e terminam por vogal: 
b) começam por vogal e terminam por consoante 
c) apresentam primeiro todas as vogais e, em seguida as consnantes. 


14 10] Numa repartição, a classificação de cada documenta confidencial se faz 
com B digitos: 4 letras (A, B C Dje 4 algarismos (1, 2, 3, d) podendo, 
letras & algarismos serem misturados (por exemplo 1 4 -B 4-2:.D-3-0). 
Pergunta-se' 

a) quantos documentos podem ser classificados com esse código? . 

b) quantas documentos apresentam classificação começando cam duas 
letras, podendo o digito seguinte ser letra ou número? 

c) quantos documentos apresentam classificação começando com 
exatamente duas letras? 

d) quantos documentos apresentam classificação começando exatamente 
com duas letras e terminando com exatamente dois números”? 


14,41]0 horário de um classe, num certo dia da semana, deve conter 10 aulas, 
sendo 3 de Matemática (1 de álgebra, 1 de lrigonometria), 2 de Fisica (1 de 
mecânica e 1 de lemologia), 3 de Português (1 de gramálica, 1 de literatura, 
1 de redação) e 2 de Históna (geral o do Brasil). Determine o número de 
maneiras de se formar esse horário com: 

a) as 3 aulas de Matemática consecutivas e na ordem descrita acima 
b) as 3 aulas de Matemática consecutivas e em qualquer ordern: 
c) as aulas de Matemática não surgindo consecutivamente. 


1d. 12)No exercício anterior, quantos modos há de se fazer o horário de maneira 
que as aulas da área de exatas (Fisica e Malemática) estejam intecaladas 
com as da área de humanas (História e Ponuguês)? 


14.13) Ainda no exercicio 14.11, de quantos modos as aulas de Português surgem, 
não necessariamente consecutivas, mas na ordem: gramática antes de 
lleratura e esta de redação? 


14,14)Num sistema de códigos em que são usados 5 sinais (+. =. 1, *, 9) 
misturados as 7 letras (w, 5. y. 8 E, +, n), quantos simbolos diferentes podem 
ser formados com à sinais e 4 letras? 


14,15) Em quantos dos anagramas da palavra PASTICHO' 
a) asletras P. à e 5 aparecem juntas e nessa ordem? 
bh) as consoantes vêm e ordem alfabética? 


14 16) De quantos medos podem ser colocado em fila 8 homens e 6 mulheres de 
forma que nunca fiquem juntas pessoas de mesmo sexo? 


14.17)Em quantos dos anagramas da palavra SABUGOL as vogais e as 
consoantes estão intercaladas? 


14 18) Relacionando em ordem crescente todos os números obtidos com as 
permutações simples dos algarismos 4, 5. 68, 7, 8 e 9. que lugar ocupa 
BA7945? 
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14.19) Determine a soma de todos os números de 5 algarismos distintos formados 
com, 2; 3,4, 5. 


14.20) Determine a soma de todos os números de 4 algarismos distintos formados 
comb 3, 7,9: 


14.2 - O PROBLEMA DO NÚMERO DE FUNÇÕES BIJETORAS 


Vamos primeiramente, recordar: uma função é bijetora quando é, 
simultaneamente, sobrejetora e injetora Em termos mais simples, sendo E e F dois 
conjuntos finitos, uma função de E em F é bijetora quando, além de cada elemento 
de E corresponder um único elemento de F (requisito para ser função), a cada 
elemento de F corresponde um único elemento de E, isto é, todos elementos de F 
são imagens cada um uma única vez. Isso exige que E e F tenham o mesmo 
número de elementos. Veja o diagrama: 


Tomemos, então, como exemplo, E=(a;b;c)eF=(a;fj;y)j e vamos formar 
todas as bijeções de E em F: 


22 


Terros 6 funções bijeloras. 
Observando essas funções, notamos oue tados os elemenlos de F são 


ulilizados, apenas mudando, de uma função para oulra, a ardem em que eles são 
tomados como imagem; por exemplo, na primera as imagens de a, b: c são 
respectivamente q, PD. y. Já na segunda, são a; (* 7 Poranto, mantendo a; b; c 
nessa ordem, às funções vão se formandn pelas permutações das imagens cx My, 
e o número delas é dado por. 
P3=3!=65 

É imediata a confirmação para o caso geral Assim, sendo E e F conjunlos 

do n elementos cada, o número de funções bijetoras de E em F é: 


[Pr=nt | 


Ea 


Capitulo 
Permutações 


1 5 com repetição 


15.1 —- O CONCEITO 


Imaginemos o problema de formar os anagramas da palavra AZAR. 
Trocando a posição das letras, de maneira que elas apareçam em ordens 
diferentes, obtemos: 

AZAR, AZRA, AAZR, AARZ, ARZA, ARAZ, 
ZAAR, ZARA, ZRAA, RAZA, RAAZ, RZAÃA 

A palavra AZAR tem 4 letras, mas duas delas são iguais; por essa razão, O 
número de anagramas resultou 12, ao invés dos 24 que seriam obtidos 
permutando-se 4 elementos diferentes (Pa = 4! = 24). As 12 permutações que não 
apareceram corresponderiam àquelas encontradas pela troca da posição das duas 
letras iguais, o que é inútil l 

O tipo de permutação que vimos ao fazer os anagramas deste exemplo & o 
que se chama permutação com repetição: permutação de um certo número de 
elementos entre os quais há alguns repetidos. ] 

O número de permutações obtidas coma palavra AZAR pode ser indicado 
por 

pt?) = 12 
ande o indice inferior (4) dá o número total de letras e o superior (2) informa que 
Juas delas são iguais. 
Assim, o número de anagramas da palavra TATARAVÓ é indicado por 


pf23) 


porque temos 8 letras ao todo, sendo 2 iguais a Te 3 iguais a A. 


15.2 — CÁLCULO DO NÚMERO DE PERMUTAÇÕES COM REPETIÇÃO 


Consideremos, como exemplo, a palavra BATATA. 
O número de seus anagramas, já sabemos, é indicado por P$?. 


Para o cálculo desse número podemos seguir o raciocinio: 
Nas 6 vagas de que dispomos 


devemos distribuir as 3 fetras A, as 2 letras T e a letra B em todas as posições 
possiveis. 

Como não podemos trocar a posição de fetras iguais, o número de maneiras 
das letras A ocuparem 3 quaisquer das 6 posições é dado por: Cga. 


2174 


Para cada uma dessas escolhas, restam 3 vagas para as duas letras T. O 
número de modos delas ocuparem essas vagas é Ca2. Automalicamente. a vaga 


restante é para a letra B. 
O totalde maneiras de ser feita a distribuição & 


Ce arg! ZH SIM 
Podemos, então, escrever que 


pisa = 
2! 
à que nos dá 60 anagrarmas 
Vamos, agora, enfrentar o caso geral. Seja um grupo de n elementos 
(Aq Ag, As is, Bia, cons Do o] 


ny na n, 


contendo n4 elementos são iguais à Às 
n2 elementos são iguais a Az 
na Elementos são iguais à Às 


nm Elementos são iguais a Ar 
(portanto, mtngençt...+tm=n), 
O número de permutações desses elementos é indicado por 
[= Ma: h. mo) 
e, para catculá-lo, seguimos o raciocinio: 


Dispondo de n vagas para distribuir os elementos Às, Az, Ay... 
todas as posições possiveis. 


Para À:, devemos escolher ni das n vagas: temos Cn n1 possibilidades. 


. dm em 


Restam então n — m vagas para 05 mz; elementos iguais a Az: En-ni nz 


possibilidades. 


Restam, então n — mn — nz vagas para os na elementos As. Cn cana as 


possibilidades. 


E assim sucessivamente, até que restam ny vagas para os rn elementos Av: 


Cru, ne = 1 possibilidade. 


Logo, peló Principio Fundamental da Contagem, o total de modos de se 


fazer a distribuição é: 


D im ins im) — ' : 
n E Can, Cam. ar: Ç 


n! fo snif 


2"5 


xercícios Resolvidos 


5.1) 


Se) 


15.3) 


Fai, 


Quantos anagramas tem a palavra BARBARIDADE? 


Solução 


Temos 11 elementos, entre os quais 2 iguais a B, Siguais a A, 2iguaisaRe 
2 iguais a D. O número de anagramas é: 


1 
pt2322) se ara Ni = 831 600 
21312121 


m grupo em que n elementos são iguais a À e 2 elementos são iguias a É 
tem 21 permutações Determine n. 


Sctlução 
Se temos n elementos A e 2 elementos B, temos um total de n + 2 
elementos. Portanto, 
Pra 2 
donde 
fn+ 2 21 (n+2)(n+ dn! 
nZr n!2 


obtemos, então, a equação n? + 3n — 40 = O, cujas raizes são n = —B ou 
n=5 Comon=-&não convém, nossa resposta én = 5 


21 


Em quantos anagramas da palavra BRASILIA as letras iguais a |: 
a) aparecem juntas? 
b) não aparecem juntas? 


Solução 


a) Para mantermos as letras | juntas, devemos considerá-las como um só 
elemento (prendê-las numa caixa) 


E) [5] E [5] 0) GITA 
2! Lei (x) Le) Le) lula 


7 elementos 


O número desses anagramas é, então, o total de permutações cesses f 
elementos, entre os quais dois são iguais a À: 
7 


| 
pf = — =2520 
2! 


b) O número de anagramas em que Il não estão juntas é o total de 
anagramas de BRASÍLIA menos o número de anagramas em que 
estão juntas. 

Como BRASÍLIA tem 8 letras, 2 iguais a À e 2 iguais a |, temos: 
8! 


plZZ! 2 -— = 10080 
212 


e assim 
p$2 - pjº = 10080-2520=7 580 


15.4] O diagrama abaixo representa algumas ruas de uma cidade De quantos 
modos uma pessoa pode dirigir-se do ponto A ao ponto E utilizando-se, 
sempre, dos caminhos mais curtos? 


; mo N 
H l 

| Rs : 

ERES ps = “a A 


solução 


Primeiro, abservamos que o cidadão não pode tomar os sentidos Deste & 
sul. pois assim aumentaria seu percurso, portanto seu cominho deve se 
restringir aos percursos possiveis determinados pelo retângulo de A e B são 
vértices. 

Notamos, agora, que qualquer que seja o ilinerário, ele devera percorrer 4 
quanleirões no sentido leste e 3 no sentido norte, dando um total de 7 
quaneirães, Vamos, coma exemplo, descrever 2 percursos possíveis. 


percurso: NLNUNLL percurso: ENLmULNL 


Percebemos que um percurso difere de outro pela posição em que as 
atitudes N (norte) e L (leste) são tomadas. 

fácil, então, verificar que cada percurso é uma permutação de ? 
elementos, sendo 4 iguais a L e 3 iguais a N, Logo, o total de trajetos 
possiveis é: 


71 
[4:3] ==——— = 
P+ ata] as 


dr 


=xercicios Propostos 


15.5) 


15.6) 


15.7) 


15.8) 


15.9) 


Determine o número de anagramas de; 
a) CARNAVAL 

bj) COCOREGO 

€c) REPRESENTANTE 


Numa livraria, devem ser colocados numa prateleira 3 exemplares de Bom 
Casmurro, 2 de O Guaranie 4 O Crime do Padre Amaro. De quantos modas 
podem ser dispostos esses 9 livros? De quantos modos essa disposição 
apresenta todos os exemplares iguais juntos? 


Um grupo de n elementos iguais a A, 1 elemento B e 1 elemento € dá 
origem a um total de 72 permutações. Determine n. 


Com n elementos iguais a A e 3 iguais a B forma-se um total de 7n + 7 
permutações. Delermine n. 


Em quantos anagramas da palavra COMPETENTE as 1: 
ai estão juntas? 
b) não estão juntas? 


15.10) Seguindo as linhas do diagrama ao lado, sempre pelos caminhos mais 
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curtos delermine de quantos modos pode-se ir: 
a) de à para D 

b) de A para D, passando por B 

ci de A para D, passando por É 

d) de À para D, passando por Be C. 


Exercicios Suplementares 


4,1) 


Iv 2) 


V.3) 


4) 


y.5) 


14.6) 


14.7) 


4.8) 


4,9) 


Três pontos são dadas em um plano, não todos scbre uma mesma reta. No 
plano, qLantas relas podem ser traçadas serdo cada uma delas 
equidistante dos três pontas? 


Dispomos de tinta para pintura de 6 cores diferentes Cada face de um cubo 
é pintada com uma cor diferente De quantas formas o cubo pode ser 
pintada, se duas colorações são consideradas à mesma quando uma delas 
pode ser obtida da óutra por rotação do cubo”? 


No diagrama abaixo À, BB... Findicam ilhas e as linhas que as unem e 
indicam pontes: 


o 


E = IF 


Um homem. começando em A, vai de ilha em ilha, Ele para para almoçar 
quando não é possivel continuar a viajar sem cruzar à mesma ponte duas 
vezes, Determinar o número de maneiras que ele pode fazer à sua viagem 
antes de almoçar. 


Uma camioneta possui nove assentos, De quantas formas podem sentar-se 
cinço pessoas? 


Resolva a equação: 
Ec 
d-[ix + 39!] 6 


Determine os números a, be c tais que se tenha: 
n+38=ni=ni(n?+ant+bn+c) 


paran ek. 


Demonstre que o produto: 
P=(n+)(n+2)...(2n) 


de n números inteiros consecutivos é divisivel pelo produto dos n primeiros 
números impares. Qual é o quociente? 


Com n letras distintas a, b, ..., k, £, quantos monômios do tipo a“b2c? podem 
ser formados? 


Considere o conjunto dos números de três algarismos, formados com trés 
algarismos diferentes. 

1º) Qual é o númere, N, desses números? 

2º) Qual é a soma, S, desses números? 
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10) Em NR, quantos números existem? 


Em =, existem quantos números mençres do que 10” e cuja sora dos 
algarismos é 37 


4,11) Dão-se n números distintos: 
as, dz da, dn 


Designa-se por Ep o conjunto das combinações p a p desses n números. 
Quantos elementos de E, possuem um número determinado aí? 


12) Um destacamento de 12 soldados tem de dar cada noite uma guarda de 4 


homens. Durante quantas noites podem formar guardas que difiram pelo 
menos num soldado? 


14.13) Numa urna há 10 bolas brancas e 10 bolas pretas. 
1º) Calcule O número, kç, de maneiras para que se possa extrair da uma 10 
bolas. das quais p são pretas (O <p < 10) 


10 
2º) Calcule a soma N= 5 k 


p=q 


p 


7.14) Quantos números de 6 algarismos podem ser formados usando-se duas 
vezes o algarismo 1, três vezes o algarismo 2 e uma vez o algarismo 3? 


4.15) Seja Pa O número de permutações com n elementos dislintos. Demenstre 
que. 


Pn- Pra =(n- 1) Pn-a 
Deduza a igualdade: 


Pozi1+P+2Pa+...+in- 1)Paoa 


4.16) De todas as permutações das 9 letras: 


XXX YYy zzz 
quantas não possuem duas letras x, duas letras y e duas letras z juntas? 
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PARTE V 


Capítulo 16 — Números binomiais 
Capítulo 17 — O triângulo de Pascal 
Capítulo 18 — Binômio de Newton 


Capitulo 


Números 


1 6 binomiais 


18.1 - INTRODUÇÃO 


Quando, no capitulo 12, fizemos a determinação do número de combinações 
simples de n elementos classe p (0 sp = n), tendo chegado à expressão 


o no nl 
e pl" pi(n-p)! 


sé tinhamos a intenção de obter as respostas numéricas dos problemas que 
envolvessem combinações. 

No entanto, esse número apresenta propriedades e aplicações 
importantissimas, merecendo um estudo especial — objeto deste capítulo — onde 
ele é denominado número binomial. 


C, 


" 
n e ii STE 
A notação comumente usada é | mas é evidente que podemos ullizar, 
PA 
também, Cn. 
n E ? 
Devemos observar que sendo ] um número natural (pois representa 
Bb, 


número de combinações), ele possui todas as propriedades dos números naturais. 


16.2 — DEFINIÇÃO DE NÚMERO BINOMIAL 


Sejam ne p dois números inteiros tais que (0 s p = n) Chama-se número 
binomial, de numerador n e classe p, todo número dado pela expressão: 


Caso particulares — São imediatos os seguintes valores: 
q e 
n n no) 
| )- 
ú, 1, Ap 
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Exemplos 


4) ag O 
[1212 ti 
a 12 


46.3 - SOMA DOS NÚMEROS BINÔMIAIS DE MESMO NUMERADOR 
Um primeiro problema interessante é o do cálculo da soma de todos os 
números Dinomiais de mesmo numerador. 
3 
Daterminemos, como exemplo, o valor de ss f ! 
p=0 1R) 
É um caso bastante simples, pois 


à lo)-(o) li) Lo)rla) 


onde termos 


Foranto, 


(000) 


É evidente, no entanto, que o cálculo de cada número binomial. no caso em 
«8 O numerador seja maior que 3, é por demais trabalhoso. Por isso, vamos 


, 31 
determinar o resultado através de uma simples interpretação da notação (5) 


AP 
combinações de 3 elementos tomados p a p. Como combinação é subconjunto, 
(3 
| ) ê o número de subconjuntos de p elementos que tem um conjunto de 3 
p 


(3 
Sabemos que | ] é o mesmo que Cap, Ou seja. representa 0 humero de 


elementos. 
Por isso, 


[3) faY [3413 
+ + + 
to)" ley" a 
nada mais é do que o total de subconjuntos de um conjunto de 3 elementos, isto &, 
22=8. 
Assim, para o caso geral: 


é (to) e) 


2B4 


damos a mesma inlerpretação: é a total de subcanjuntos de um conjunto com f 


a)=lo)*(5)*G]r-+(0) == 


elementos. Logo: 


Exemplos 


= (5) 2º -250 


p=D 


Exercicios Propostos 


15.1) Delermine n para que exista: 
n= 1) n+2 
| b 
4 Rs , [uai 


(x +4 
168.2) Determine o domínio da função definida por fix) = (4 :) 


16.3) Sendo n e N*, calcule 
[5) (1) [1 
(O) 1 1 
[2] n+1 n+? 
o= (o) (1) (1) 
[E Ra MBA 
16) La 1 


16.4) Calcule: 


18.5) Calcule: 
ao auf 
a b) 
o & lo 
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16.4 — NÚMEROS BINOMIAIS COMPLEMENTARES 


E fa 
Ed e | e |. Eles apresentam 


é 
Consideremos, por exemplo, os binomiais | 13] (5) 
L 


as seguintes particulares: 


71º) tem o mesmo numerador (18) 
2º) a soma das classes é igual ao numerador (13 +53 = 18) 


[18 e [18] são ehamados blnomlais complementares Temos. 
U3) Lã) 


então, a definição: 


Por isso, 


mn) nº E 
Dois números binormiais | são complementares sept q=n 
P 9) 


Assim, são complementares os seguintes números: 
(12 ; 
(2) «(12) (8) e (0) (2) e (25) ua 
(7? 5 0 n (3 n-3 
n no 2k+1 2k +1 

z2 pj) k >1 
(6) e (nto) zoa (62) e ia) vem 


à cotYBN (48 
Propriedade - Consideremos novamente os binomiais | 13) [= , 
] 18! 18! 


t (5 
“BMB-13) 1315] 


AB! 8! 
5 S!(18-5)! St13] 


E a 18) 118 ) : : 
E evidente que | A . Então, enunciamos a seguinte propriedade. 
3; 148) 


Da definição. vem: 


18 
13 
18 


Dois números binomiais complementares são iguais | 


n 
|são complementares, tem-se p + q = n. donde 


De falo, se (o) a(o) 


p=n-—q. Então: 
fe )- (nº ir nt! om (2) 
ip) In-a)“incaiin=n-a meara la 
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Exemplos 


a) Pat E q 
4) 413! da) aa 


ET ja ois (k - D+(k + )=2k. Temos 
(k=3) Ko)? í Jak + D)=2k. 


f 2k |) t2Ky as db 2 ). C2k)! 
Lts 1)” (= nIk+)! É kaa)0 E + Mk)! 


Agora, se consideramos como ponto de partida uma igualdade do tipo 
Í 18) [1] 
Lx ) 5) 


como exemplo. percebermos que ela é verdade não apenas para o valor x = 13 


4 “ 
correspondente ao complementar de[ E | mas também para x = 5: 


Pode-se, então, notar que: 


se dois números binomiais de mesmo numerador são iguais, então ou 
eles tem classes iguais, ou são complementares, e reciprocamente 


Exemplos 


c) (2)=(5") - p=58 oup=18 
p g 


g+l=120-x=11 

20 20 
Les) a 
ii / x41+12=20=x=7 
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Exercicios Resolvidos 


18 ) (18) 
Ea “a 


18.6) Resolva a equação | 


Solução 

Da igualdade de números binomiais de mesmo numerador vem 
-1=3 ou xº-1+3=18 

Da primeira equação: x= 2 oux=-2 

Da segunda, x = 4 oux= —d 


[18 | 
Como, para esses quatros valores encontrados, o binomial | EA esiá 
X 


definido, temos. V=(-4;-2, 2; 4) 


16x— 2 18x —2' 
18.7) Resoiva a equação ["5 1 [ j ] 


8x-1) "| 2x+5 


Solução 
Da igualdade de números binomiais de mesmo numerador vem: 
6x-—1=2x+1ou Bx-1+2x+1=1Bx-2 


donde chtemos x = À, OU K = E 
É 4 
Observando que para x = os binomiais não estão definidos, temos 
V = E 
2 
n+1 n+1 
16.8) Sendo | | e f | onde nzk 20 mostre que n é par. 
l k | lk+ IE 


Solução 


Da igualdade dada, vem: 
k=k+1(impossivehouk+k+1=n+1 
Logo, temos n = 2k pu seja né par 


Exercícios Propostas 


16.8) Dê os números binomiais complementares de: 
0) (ão [100 ín 
bi); Ei d 
lo) ho) A) 0) 
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ES RR Vi Rr 


16.10)0 determinante 


Vale zero. Justifique. 


18.11) Resolva as equações 


15 9 fis bl 28 ol 26 
E nao (2) l2x-4) |3x-5 
a (é Ria a) 02 +31] (90x) +3 
sã x+5 (3x +7 9x +5 
eg 110 19 1 


ix+1] (2x=11) 


18.12) Resolva os sistemas 


a) 
(78) (rs 
(res) (5) 
X+Y o] 
0) 
E DR 
Lamy)" lares) 


n+2) 
1613) Sendo"? | = im RP mostre que n é impar. 


18.14) Considere os números binomiais 
e ( n 5 
le | 
tp+ra, p-q) 


onde n, pe q são números nalurais e q 7 O. 


| 
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a) Determine as condições para que esses binomiais eslejam 


simultangamente definidas. 
b) Mostre que, se esses binomiais são iguais, então n é par. 


] mostre que n & múltiplo de 5, sendo k 4 2 (k 


18.15) Sendo ú -[ ' 
381)" 2x 41) 


inteiro. 


16.5 — NUMEROS BINOMIAIS CONSECUTIVOS 


9 (23) 
Consideremos, por exemplo, os números (13)* Ea Eles apresentam as 


x 


seguintes particularidades: 


1) tem o mesmo numeracor (23), 
2º) suas classes são núumaros consecutivos (13 a 14) 


| (23) (23) À a 
Por Isso, B são chamados binomiais consecutivos. Temos, 
(13) ud) 
então, que: 
"io são consecutivos se p e q são 


Dois números binomiis "| 
1Q/ 


números consecutivos, 
Assim. são consecutivos os seguintes binomiais: 
(e [e] 26 26) n nn n ] 
: g A e e 
(f 8 j 16 15 / àp p+1 lp p-1 
ropriedade 2 (RELAÇÃO DE FERMAT) 


ais e y n)Y fn' 
Para dois números binomiais consecutivos | ie f |, com pz0, tem-se; 
tp+1) Ap) 


ni) n-pfn 
p+1) p+tlp 
Demonstração: 
« EE 1 
2º membro! = da Da a 
> p+1 ip) p+1 plin-p)l 
ERA fe + n! " n! 


“fp+0p! (n-pXn-p-D (p+Mn-q+0 


£ 


(57 ,)= [membro] 


p+1 
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Exemplos 


E 18) 18-77 417181 

a) a ' =— 

B D) 7+1 8 o] 
1 


* fa 26-15 11/26] 
16) 15) 15+1 18415) 
1 E 
2] 9 da 19 3 4/19) 
4 3)3414 3] 
Exercícios Resolvidos 
Ea pe 1 
18.6) Resolva a equação | aj Ed) 
(7) 16) 
Solução 
ÍxYx— 
Da proprisdade 2, vem que (2) E Ss . Então, a equação se escreve: 


(5) 58 == (5) 


donde LP = Sou seja, x= 29 
Logo, V=[29) 
x) 1438/[x) 
16.7) R | ã = —— 
) Resolva a equação ta TE Ê 


Solução 


x 
Devemos reduzir a classe do número (ta) eara 8, para isso, fazemos duas 


aplicações sucessivas da propriedade 2: 


Ea 
10) l9)5+1" (8)8+1 10 


Então, a equação dada se escreve 
cer 2138 (5) 


8) 8 10 asia 


que. simplificada, resulta em x? — 47x — 2D0 = O As raizes dessa última 
equação são x= 25 ou x=-B. 
Como x =-2 não convém, temos V = (25) 
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16 8) Mostre que (n + (004) n-1) es 


Solução 
Vamos aplicar a propriedade 2 ao primeiro membro: 


f2n N2n-(0+1) a q 


n=-)=A 
pn+1) n+1+1 “Una a 


0+2(2,2) = (n+ 2) 


É evidente que poderiamos ir reduzindo a classe do binomial que 
encontramos na espressão A até chegarmos à classe n — 1 binomial da 
segundo membro. Mas se lembrarmos do binomiais complementares, 


podemos escrever 
2n Y 2n 
n+1 ça n—1 


For À en 
ae (E Joco(E Jos 


que É O segundo membro. 


Então, 


Exercícios Propostas 


16.19) Resolva as equações 


16.20) Resolva as equações 
fo to x) 
a) = 
[7 Ea 5) 
b) Ed SA 


(8)" q le 


18.21] Mostre que 


16.6 - RELAÇÃO DE STIFEL 


A propriedade 2, que acabamos de estudar, nos dã uma relação entre dois 
binomiais consecutivos. Vamos, agora, ver como efetuar à soma de dois números 
binomiais consecutivos ou, intervemos o sentido de leitura, como decompor um 
número binomial numa soma de binomias. É a seguinte Relação de Stifel: 

252 


Demonstração 
[1º membro] -[5)+[ ú 1-5) (2) Go 
rw AP) ApP+1) àp7iPp/ pri 
(ne nto +! (+01 
Py)L p+1] pn-p)! p+17 (p+9(n—p)! 


n+1 
- )- 2º membro | 


o (5) (6 )-(5) 
o (5) -(30)=(32) 
o (5)=[5)+(5) 
o (oro) (5) 
e (Ro) 
de Ls 


Exercícios Resolvidos 


(10) (is (o) 
16. ã = 
22) Resolva a squacao | (5) le 6 ) (x 


Solução 
Da Relação de Stifel, temos que 
(10) af 1) (11) 
ts) Le Jo) 
Então, a equação fica k 1) = [) ; 
16) Ax) 
Da igualdade de binomiais de mesmo numerador: x= 6 ou x + 6 = 11 
Logo, V = (5; 6) 
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4 
18.23) Resolva a equação E 


a, 
Psi 

amd 

o 


Solução 
Em primeiro lugar, lembramos da igualdade de binomiais complementares: 
pinta 
16 A, 
e reescrevemos a equação como: 
24) (24) (25 
(e )-Do 
Aplicamos a Relação de Stifel ao primeiro membro, vem 
as 25 
[)-() 
donde xX = AnuB+x]=25 
edaix=+2/2 ou x=+ 17 


25 + 
Como o binomial ( » !está definido para esses 4 valores de x. 


(x) 
V=-[i7,-242 2/7. 17) 


16.24) Resolva a equação K + tá (e 
5 x 6 


Solução 


Nesse caso é conveniente decompormos, pela Relação de Stifel, o segundo 


membro da equação 
18 17 17 
= + 
6 6 5 


Fodgemos, então, escrever 


donde 


edat.x=Goux+6=1? 


Logo, Y = 46; 11) 
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16.25) Mostre que 
(n+ 2) (n+M ntera (no!) 
p )'lp-1) p Ap-1 


Solução 


Da Relação de Stifel, temos 
E a 
= | 
Lp p ) Ap-1 


= nn nad Aa 
Cato Jeje JNp=1)lp=4) 


«(rOpetto-o o[n+ 0) (0+Djnmet2 al. 


e escrevemos 


lp-1) p p-1) lp-1 p À 
a = 2º membro] 
p- p 


Exercícios Propostos 
16 26) Dê o valor verdadeiro (V) ou falso (F): 


fá Ny (14) 
c) ad NR al DS 
5 5 ] 10) 


e(ua)(ia) (03) 


b) 20 (7 (55) (2?) (23) (24 É a 
8 7) l13 (8) 9 ) 401" 40] 
16.27) Resolva as equações 
(ao) (o )= (ox o(5s |*[55) = e | 
1 10) À9 ) t2x+3 194) Láoj Wé=s 


16.28) Resolva as equações 
af 13 5 13) 14) b) 20 a 20 -(5 ] 
Jr) e) 13)l2x) la 
16.29) Resolva as equações 
(1 100 
02 = 100 +2 (0) 
E x-1 50 
16.30) Mostre que 


(a A ca 9] 
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Capitulo 
O Triângulo 
de Pascal 


17.1 - O TRIÂNGULO DE PASCAL 


Os números binomiais, como vimos, apresentam uma série de propriedades 
interessantes. 

Vamos, agora, construir uma tabela, com os números binomiais, onde 
algumas das propriedades já conhecidas serão visualizadas, e outras poderão ser 
encontradas 

Essa tabela é formada de modo que, em cada linha, tem-se uma sequência 
de todos os números binomiais de mesmo numerador e classes crescentes e, 
em cada coluna, tem-se números binomiais de mesma classe, com numeradores 
crescentes: 


(o E o o) 


ON 


O b 


es) 


oo 


lo 


Essa tabela é conhecida por Triângulo de Pascal. 
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Se caleularmos cs valores dos números binomiais. o Triângulo se escrever: 


8 4 1 
Do Mt CS 
15 20 15 6 1 


Notamos que: 


O 
- 0 primeiro elemento da tabela & 1 = ni 


- cada nova linha possui um elemento a mais que a linha anterior; 


/ E 
- todas as linhas começam e terminam pelo número 1 (pois | é! =| dj =9. 
| n 


à primeira questão que surge ao escrevermos o Tnângulo com 05 valores 
dos números binomiais é como evitar o trabalho de cálculo desses números pela 


a ni . ; ; E . 
fórmula E isso é facilmente resolvido com as observações acima e com a 


pin-p) 
Relação de Stifel no Triângulo. Já sabemos que, por exemplo, 


G)()-6) 


À 3 ; 
Notando que (5) e (5) são dois temos consecutivos de uma linha do 
triângulo, sua soma é igual ao termo, da linha seguinte, que está abaixo da 
A 


. (4 A j 3 
segunda parcela dessa soma, isto é, (a )está abaixo ae (4 |. Observe esse E 


outros exemplos, todos garantidos pela Relação de Stifel: 
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o) | 
(9 nã 
[o)+4) (3) na 
o) (ll) ram 
o) Be) BJ) rama 
5] 5) 
o d) o E 


Então. podemos, a partir dessa observação, construir o Triângulo, linha por 
linha, sem lançar mão da tôrmula de cálculo de números binomiais. 
Por exemplo, a partir da última linha completa acima, temos 


d E) q 1 


1 

1 5 

1 5 15 20 15 6 1 

1 ? Elo o So Gel E i 


Números binomiais complementares — É bastante fácil notar que, em 
cada linha do triângulo, os termos equidistantes dos extremos são iguais. Por 
exemplo, na 6º linha 


ERR o) (5) 6) (e) (o) (3 


j | | 


Justificativa imediata: são números binomiais complementares. 


Soma dos termos de uma linha — Também é fácil notar que a soma dos 


elementos da linha correspondente aos binomiais de numeradores n é 2". Por 
exemplo, 


' DE 
Br 
BIG ums ao 
BOBO) ce cao 


Esse fato já é do nosso conhecimento (tem 15.37 
DM o Doe o fd n)=? 
pao VP 0 1 n 


Outras propriedades — Podemos ainda notar as seguintes propriedades 
tobserve O esquema com exemplos): 


DE COLUNAS DE DIAGONAIS 
, 1 
ig +a 1 
1:26 + 
13 34 Rus mA 
BÇãos o 
154040 5 1 

1 6 15 20 15 8/9 


Pecqmec rasa qrunranariDson rar 


17.2 - UMA NOTA HISTÓRIA 


à tabela dos números binomiais é conhecida como Triângulo de Pascal 
porque foi Blaise Pascal, matemático e filósofo francês do século XVII, quem 
primeiro escreveu um tratado sobre ela: Traité du lriangie arithmétique. 

Entretanto, o Triângulo já era bem conhecido muito antes de 1653. quando 
Pascal pela primeira vez editou seu tratado. Ele já aparecera em uma ariimetica do 
começo do século XVI, cujo o autor era Petrus Ápianus, astrónomo da 
Universidade Ingolstadt Uma ilustração em um livro de 1303, escrito por um 
matemálico chinês, também mostra o Triângulo, e pesquisas mais recentes 
encontraram vestígios dela em épocas mais antigas Osmar Khayyam. que era tão 
bom matemático quanto poeta e filósofo, conhecia o Triângulo por volta de 1100, 
tendo recebido esse conhecimento provavelmente de fontes chinesas ou indianas, 
mais antigas, 

Uma das inúmeras curiosidades contidas no Triangulo de Pascal é a 
sequência de números triânguisres, que forma a * coluna do Triângulo. Os 
números: 


1,3,58,10,15.. 


recebem o nome de franguilares porque indicam os números de elementos de 
conjunto de pontos com os quais se forma uma tabela triangular. como sugere a 
ilustração abaixo: 


298 


& “> 
a os 2.4 
1 3 & 
& 
ES as 
“ +» 4 
..o se... o! 7 “e. 
o 
ee. e a...28 TIITI! 
10 15 21 


Qualquer um de nós pode estudar O Triângulo e nele descobrir mais 
propriedades, mais é improvável que elas serão novas, pois O que foi citado aqui 
nem sequer arranha a superficie de uma vasta literatura. O Próprio Pascal, no seu 
tratado a respeito do Triângulo. disse que estava deixando de publicar muito mais 


do que incluía, “É uma coisa estranha”, exclamou ele, "como o Triângulo é fértil Em 
propriedades!” 
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Capitulo 


de 
18 de Newton 


18.4 — INTRODUÇÃO: COMO DESENVOLVER (x + a)" 
Entre as aplicações dos números binomiais, damos destaque especial ao 
desenvolvimento de potências do tipo 
tix+a)) ne, 


conhecidas como Binômio de Newton, onde x e à são números quaisquer. 
& ideia de como desenvolver essas potências pode ser inluidas a partir de 
alguns casos conhecidos. Par exemplo, sabemos que. 


x+a=x+a RE 

x+af=x+2ax+a? tn = 2) 

(xraP=x)+3axº+ 3ax + a? (n= 3) 
Observando os coeficientes nessas expansões: 

| | (n=1) 

4 in = 2) 

fo & f (n=3) 


vemos reproduzidas algumas linhas do Triângulo de Pascal e podemos. portanto, 
fn) 
escrever esses coeficientes na notação binarnial | |. 


p) 


+ 


Repetindo, enlão, aqueles exemplos, temos: 


ix+af= (ajax? Pa Ja'x «(2 ]azxo 
0 (1) 


127 
3 kh 
(x+aP = [oJetx + [Joe + [jota + E Jatx 


Esses casos particulares sugerem que ao desenvolvimento (x + aj? os 
coeficientes do desenvalvimento são (todos) os números binomiais de 
numerador n, em cada parcela, a recebe como expoente a classe binomial e x 
recebe como expoenta a diferença entre o numerador e a classe do binomial. 
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Vamos aplicar essa idéia para (x + a): 
4) 
(x + a)! -(o Jam ad aa Tess! ax +, Jose 
0 1 (2) (3) 


Substitundo os binomiais pelos seus valores (que podem ser tomados na 
linha do numerador 4 do Triângulo de Pascal), temos 


(x+ra)i=xi+ 4ax + 6aix2 + 4aix + a? 


A exatidão deste resultado pode ser confirmada efetuando: 
(x+a)i=(x+a)(x+a)=(x2+2ax + a2) (x2 + 2ax + a2)= 
= xº + dax? + 6a?x2 + 4a?x + aí 


A partir disto, para o caso geral, temos: 


Demonstração 


Recorrendo ao Método da Indução Matemática, demonstramos: 


Teorema 1 


Para n = 1, já verificamos qLe é verdadeira. 


Teorema 2 


Admitindo que a fórmula é verdadeira para n — 1, isto é, que: 


(x+a) = (o Jar «(7 Toe ua Tones E O (1) 
n- 


Vamos provar que também é para n. 


Sendo (x+a)" =(x+a)” (x+a)= (x ra” x+ram 


temos: 
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Somando, membro a membro, (Il) e (111), obtemos: 


(x+a) [97 Jotx 5 )(07) a 
0 0 1) 


(aco)*(aca)? 


1 n- 
nd 


(n=1) (n-1) 
+ + a 
[Ea 
- f = 
Lembramos que [5 PEER di 

lo ) ào) ln-1 


Stifel nas expressões entre colchetes, vem 


(x+a)” = dd PS fi O PS PO Rd 
(0) 1 2 n 


que é a tese do Teorema 2 


ul 
=; | e aplicando a Relação de 


Observações - Tomemos mais um exemplo: 


(x+ a) = 
= (5) aºxê «(5 Jem [> Jaogs (5) axé alo latx' dio |aºxº 
lo i (2) 3 14) (5) 


5 
Notemos que cada termo desse desenvolvimento tem a forma | Jarxss, 
'P 
onde p pode assumir os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5. Por isso, podemos escrever, 


compactante: 
E) 5 
(x+a)ji= 5 | aee 
p=0 p 


Também percebemos que o desenvolvimento de (x + a)º tem 6 termos. 
Então, fazemos as observações: 


1º) O desenvolvimento de (x + a)" é 


(x+a) = a (o )ermro 


p= 


2º) Esse desenvolvimento tem n + 1 termos 


18.2 - DESENVOLVIMENTO DE (x — a)" 


Vimos acima que cada parcela do desenvolvimento de (x + a)" tem a forma 


je 
p 
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No caso de (x — aj se observamos que 
(x — aj = [x + (-a)j" 


percebemos que suas parcelas serão do mesmo tipc que as de (x + a), apenas 
substituindo a por j-a). Ássim: 


[o couro 
Es 


Mas, como [-aJP = [(—1)a]” = (—1)faP, temos 
[oJ-ar xP a (= 1)P Ê laPyn-P 
p p/ 


A interpretação é muito simples: para desenvolvermos (x — a)” usamos o 
mesmo processo de (ix + aj, precedendo, cada termo, com o sinal + quando p é 
par e - quando p é impar (pois -1)P= 1, sepépare(-1)?=-1 se p é impar). 

Fodemos., então, escrever 


Es no A? NO oro 
ix-a) 2 ( (0 Jers 


Exemplos 


[3 


a) (x-ayP = Jar AS areal é ato [Pat = 
to; (1; 12) 13) 
=x!-Jaxº + 3a'x-a” 
RES Re fa PE O ai mm 4 22 [4 RR fi 4,0 
D) (x — a) =Lo [2% [Jo [Ja [a Ja [a)5º* = 


=x -4axº + 6a'x? -da'x+a! 


Exercicios Resolvidos 


18.1) Calcule o valor da expressão 


RR (52: 110 oa O Paco a di 
Te: 2) 10, 


(O, 
Solução 
À expressão dada corresponden ao desenvolvimento do binômio (x + a)º 
onde 
x=3a=7n=10 
Logo. 
10 “0 10 
3º 4| DE Ed 2 = 2yº =5'9 
Ea 4 10 rente 
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18.2) Mostre que 5º (—1P 


18.3) 


18.4) 


NES 39º 1 
p=0 p 


Solução 


n 
n 
A expressão X cpf | 2º 3ºP representa, compactamente, a expansão 
p-0 e, 
do binômio (x — a)”, onde 
x=3a=2 
Então 


; (al? | IP=(3-2 =1 
Z 1P) 


Resolva o sistema 


2x+y=6 
wW =] Iyxt +[ o ly?x? = " y'x? + |rx-y = 243 
4 3 
Solução 


Observando que o primeiro membro da segunda equação corresponde ao 
desenvolvimento do binômio (x — y)º, temos 


[2x+y =6 
((x-y)) =243=3º 
e dai o sistema 
f2x +y=6 
Ix-y=3 
que, resolvido, fonece x = 3; y = 0 
Logo, v = ((3; 0)) 


Utilizando o desenvolvimento de (x + a)", determine o valor da soma: 
n n n n 
S= + + +..+ 
Lo)-(5)-(2)-=" (5) 


O valor de S já é nosso conhecido (S = 2") do item 16.3. Neste exercício, 
mostramos como obter esse resultado utilizando o binômio de Newton. 


(aja O (5) ay es calo Jare =(x+a) 


Observando que a soma S procurada corresponde à soma dos coeficientes 
do desenvolvimento acima, devemos dar a a e x valores convenientes para 
que os termos dessa expansão se reduzam apenas aos coeficientes 
binomiais. 


Solução 
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Fazendo, então, x=a= 1, vem 
Pan frio in] 


NM. = 
(o O ola 
Exarcícios Propostos 


18.5) Desenvolva 
a) (x — a)3 b) (x + 2)º 


c) (x — 238 d) (45 
18.8) Calcule o valór de: 
a) 2º+(7 2.742 |22.724.,.475 
1 2 


5 
Bjs (5) 3+[5)5º 3 40º 
4J 


CIT 4 TD r672. Bs 47-33 
d) 101º -5.101º +10-101º-10.1012 +5.101-1 


18.7) Calcule 


pô 
M 

by 5 (7 ap one 
pt LD: 


> (1 rare (2) 


p=O 


PRO P[ E e 
e) 5 cof? ra 
p-D (Rs 


18. 8) Caícule 


o)-[4 MM. ear(P] 
0 1 É] ss Un) 
Sugestão: ideia do exercicio 18.4 


18.9) Calcule 


mM 


o Elio n par o ELO | impar 


Sugestão: utilize 05 resultados dos exercícios 18. 4e 18.8 
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18.3 - FÓRMULAS DO TERMO GERAL 


Um problema bastante comum é o de se obter um determinado termo do 
desenvolvimento de (x + a)" ou de (x — a)”, sem que haja necessidade de se 
efetuar a expanção. 


Já sabemos que em 


n' 
(x+ ay” (aja (a Joe «(o Ja? EN (0 a"xº 


n 
cada parcela tem a forma orar 


Notemos que, para p = 0, obtemos o primeiro termo do desenvolvimento; 
vamos representá-lo por T:: 


Para p = 1, temos o segundo termo Ta: 


ín 
E -[- poe 


Para p = 2, temos o terceiro termo Ts: 


T. = A a?xr? 
2 


e assim por diante. Vemos, então, que o número que representa a posição do 
termo na expansão é uma unidade maior que a classe do coeficiente binomial. Por 
isso podemos escrever genericamente que: 


Essa expressão é conhecida como termo geral de (x + a)” pois. como x, a 
e n são números fixados pelo binômio, para cada valor que dermos a p obteremos 
uma determinada parcela do desenvolvimento. 


Analogamente, para (x - a 


n 
(x— a)" = (o etme (0 Jovem «ojos ia 


como a única modificação é o sinal (—) precedendo os coeficientes binomiais de 
classe impar, a expressão do termo geral é 


nº E 
Tous = cor(o ore Ê 
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Exemplos 


a) Considere o binômio (x + 2y)'$, Comparando com (x + a)f. temos a = 2y e 
n=1s, 
À expressão do fermo geraf é, então: 


Tou - E lento 


Para acharmos o 5º termo de seu desenvolvimento, fazemos p+ 1=5e 
obtermos p=4 


T=[5 jon 1a [TS Jrreyix w1 = 21 B40y'x" 


[4 


bj Considere o binômio (x? — 2x)! Comparando com (x — a)”, temos x? no 
lugardex, as Zxen= 12. 
A expressão do termo geral é 


1 

= Ui *) (20º (x? 12 
P 

que pode ser simplificada; 
| 12 
Toa ee?) 2P xPy 24 Es cor joao 
R p 
Para obtermos, por exemplo, o 10º termo do desenvolvimento, fazemos 


p+1=10 vindop=8: 
To = (1) ais 2 ex id 


Ta =-112 840x!* 


Logo, 


Exercicios Resolvidos 


20 
18.10) Determine o termo em xºº do desenvolvimento de (x +) : 
x 


Solução 
Devemos, em primeiro lugar, escrever a expressão do termo geral desse 


binômio. Comparando-o com ix — a)" temos a aa e n = 20. Então, 
x 


T, este (0 Jerx XOP = (— (5 JOE ida 
Pp X) 


Simplificando-o, temos 
20" +». 
Tu col |20-2p 
e: 
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Como queremos o expoente de x igual a 10, fazemos 
20 —- 2p = 1Ú donde p=5 
Substituindo esse valor em Tp «1, vem 


í 
To = t-1º = 028 - 15504x' 


he 


E a 
18.11) Calcula q jermo independente de x no desenvolvimento de (va +É] a 


/ 


Solução 
Comparando é binômio dado com (x + a)? termos Yx no lugar de x, 


a 
a= E en=8, Seu lermo gera! então, se escreve: 


Tera (o Jorn -(. St Za 


= g a 3p 
Simplificando: Te (a js a 


Ô termo independente de x é obtido fazendo o expoente de x igual a zera. 
Assim: 
e =0 donde p=3 


Subslituindo esse valor em Tp+1, vem 


9 9-5: 
LER -(5)2* d mbBrg 


a º, 
18.12) Calcule 0 termo médio do desenvolvimento de Ei E 


Solução 


Usanda a fômmula do termo geral de (x — a)”: 
Tom = (— (o laPx”P 
P) 


2 
onde temos 3x2 no lugardex, a=— en= 8 vem: 
x 


8 


JE =yº(ax "pé? 
p 


E col 
que, simplificado, é igual a 


8 
Taste [jota egos 
ear (E e are 
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Lembremos, agora, que nas expansões de (x +a)” surgem n + 1 termos, ne 


nosso caso (n = 8) temos 9 termos e, portanto, O fermo mécico procurado é 
Dear 
78 E 9º 


1 
I 
el — e Ema mama 


| 
— ——— =. e 


Então, fazemos, na expressão de Tpes, pr d+ =5: 


= (1) b Ja E ai sd «La jotestex! = 362 880» 


18.13) Sabemos que no desenvolvimento de (x + a)” são iguais os coeficientes 
binômiais do 6” e 20” termo, determine n, 


Solução 


na 


n 
Na expressão Tp. 1= | ) ax" Fvemos que: 
P, 


nº 
a) para o 8º termo, p + 1 = B lemos q coeficiente binomial( 2 ) 
n 
b) para o 20º termo, p+ 1 = 20, temos q coeficiente binomiai( à] 


é Y 
n n : Er 
Então, devemos ter| | = | 19): isto é possivel se forem números binomiais 
complementares. Es 


S+19=n=on=24s 


1B.14jÃo elevarmos a expressão ax + b a > O, a um expoente ne Nº, uma das 
parcelas encontradas é 26 730 b'xº. Determine a en. 


Solução 


O termo gerai do desenvolvimento de (ax + bJ” é dado por: 
diz 


m 
Tan E 


Para que um desses si termos seja 25 730 b?xº, devemos ter 


lbP çaxy"-? 

| 

O pratos = 26 730b' x! 
[mo 


Dessa igualdade é imediato que 


7 (1) 
-p=4 q) 


O = 26730 (II) 
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De the(livemn= 11 
Comop=7en=11,a igualdade (11!) se escreve: 


Eis = 28730 


isto é 
330 aº = 26 730 
donde a*= 81ouseja a=+3 Comoa>0,vemaz3. 


18.15] Quantos termos racionais surgem no desenvolvimento de (95 + 2? 


Solução 


Õ lerrmo geral desse binômio é 
= 3 A-g 
To 1 -[( ked2) (35) 


Esse termo será um número racional quando os radicais forem cancelados, 
o que ocorrerá quando, simubaneamente, p for pare 8- p fór múltiplo de 3, 
com Ospsea. 
Então, as possibilidades são: 

Parap=par: p=0,2:4:6B 

Para 8-p=mútiplode 3 p=2,5,8 
Assim, para ocorrerem ambas as condições, tomamos os valores comuns, 
isto é, a intersecção dos conjuntos (0; 2, 4, 6. Bje (Z; 5; 8) 
Portanto, p = 2 ou p= 8,o que quer dizer que existem dois termos racionais 
no desenvolvimento: 


p=2: Ten = Na; (453º? = 1400 
p=8: Tas (Jo) EP =16 


18. +68) Caltule à termo em 52! do desenvolvimento de (x? + x + aj? 


Solução 


O lrinômio dado pode ser escrito na forma da um binômio (X + A)” se 
percebemos que 


v2 +x+a)? =[xº +(x+a)]i2 


x Ea, 
O termo geral de (X + àjp à 
n 
Mr 
(P/ 
Obtemos, então, um desenvolvimento parcial em que o termo geral se 


ESCIE VÊ 
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Ema 


(Po ear oa 


Mas T' encerra a expressão (x + a)” que se expande atraves de temos do 
tipo 


[ee (k=0,12...:p) 


Ponanto, a expressão T' também será desenvolvida em uma soma de 
termos cujo termo geral & 


e Es (Ja da DA Vd 
p k 
(2) (rem 
p k 


inote que devemos ter O <xk<xps 12) 


ou simplificando: 


Desde modo. T representa um termo qualquer do desenvolvimento de 
(x? + x + ay'2 
Como queremos x?!, devemos impor: 
24-p-k=21 
ouseja ptk=3 
As possíveis duplas (p; kj) são 


p=grksis 
p=1, k=2 
p=2 k=1 
p=3 k=0 


Como p >k apenas as duas últimas duplas nos convem. 
O fato de termos encontrados dois pares (p. ki signífica que no 
desenvolvimento der (x? + x + aj'? surgem duas parcelas com x?! 


para p= Zek= "temos 


T= o] Fiada = 132axº 


parap= dek=0 temos 


are 12 3 ads 3-0 = ane! 
3 6 


No caso de se querer, após O desenvolvimento, reduzilos a um único termg 
em x21, teremos: 
f3zax?! + 220x2! = d4 [3a + 5) x21 


Exercicios Propostas 


18.17) Calcule, dos desenvolvimentos dados, 


aj 0 6º termo de (x? PRA 
E 


o | 
b) 0 14º lemo de (É —xºy'6 
x 


18.18) Calcule, dos desenvolvimentos dados, 
aj o termo em xi de (x? apa 
x 
b) o termo em x” de ix? — 5x)” 
c) o termo em x'Ide (x — x2y'5 
18.19) Calcule o termo independente de x do desenvolvimento de: 


atzx = 
4a 

by(x? a E 

ço + Ay 
x 


i&.20) Calcule o termo médio do desenvolvimento de 


air - 3501? ay(dx + SP 


18.21) Sabendo que, no desenvolvimento de (x — a), são iguais os coeficientes 
binomiais do 13º e 18º termos, determine n. 


18.22) Sabendo que, no desenvolvimento de (2x + ajº são iguais os cosficientes de 
x e x, delermine a real. 


4 
15.23/Ão0 elevarmos a expressão ax - b a um expoente ne Nº, uma das parcela é 
-28 500b''xº Deteminea en a real) 


18.24) Quantos termos racionais tem o desenvolvimento de (43 -Y2y? 7 


Determine a posição desses termos no desenvolvimento. 


18.25) Determime o termo em 
3) x'º do desenvolvimento de (x? + x + 2)18 
b) xi“ do desenvolvimento de (x? — x2 — 1)'8 


18.4 - ALGUMAS APLICAÇÕES DO BINÔMIO DE NEWTON 


Mostraremos, neste item, algumas das aplicações do desenvolvimento de 
e + a)" 
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Exercicios Resolvidos 


18.26) Aproximação usando o Teorema do Binómio 


Quando a é "pequeno" comparado com x, uma primeira aproximação para 
ix + a)” é dada pelos dois primeiros termos do desenvolvimento binomial, 
isto é: 
(x+afPzx +ne-a 
Uma segunda & melhor aproximação é dada pelos três primeiros termos do 
desenvolvimento binomial, isto é: 
nén= 1) mn 

(x+a)Jtzx + nxri.a dd eg” 

g assim sucessivamente... 


À aproximação escolhida em um problema particular é feita no processo de 
trabalho, e depende da exatidão exigida no resultado. 


Problema: caltular com aproximação de 4 casas decimais (0,99) 


(0,99 =(1-0,01)8=1-5-(0,01)+10:0,01)2- 10(0,01) + 510,01) — (0,01) = 
=(1-0,05 + 0,D01 — 0,00001 + 0,00000005 -... 3) = 0,85D59 
negigendlável 
para aproximação 
dê 4 tacga decimais 
à aproximação acima tem 5 casas decimais exalas; para uma aproximação 
com 4 casas decimais, abandonamos a 5º casa, obtendo: 
0,5510 
Observe que ac abandonarmos ag 5º casa obtivemos: 
0,9508 


Mas o valor 0,9510 é uma melhor aproximação para 4 casas decimais 
taproximação "por excesso") 


18.27) Calcule, utlizando o binômio de Newton, a soma Sn dos n primeiros 
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números naturais. 


Solução 
Considerando o desenvolvimento 
(x+ =x + 2x + 1 
fazemos x assumir. sucessivamente, os valores 1,2,3,4...,n. Ássim: 


x=1: gt=12+2:1+1 
Xx=2: dl=22+2.2+1 
x = 3: ginR+2-3+1 
WS: in+tfzni+2:n+1 


Somando todas essas igualdades, obtemos 
tn+ f)i=(2+2-(1+2+3+.. +n)+n 
Como 0+1+2+3+.,.+n= Sn temos 
in+1$=1+2Sn+n 


donde &n 
2 
que simplificada fornece 
S- n(n + 1) 
Ea 


18 28) Calcule a soma 
Qn=12+23+38+./0+n2 
nin + (2n+ 1) 


É dado que 12 + 22+ 32 +... +n2= E 


Solução 


Para o cálculo da soma dos cubos dos n primeiros números naturais 
tposilivos), consideramos o desenvolvimento de ix + 1)4: 


tx+ p= (o «Jr «[5)t x? «5 Je sele 


Termos, então 
fx +1)t=xi+ dx + 6x] + dx + 1 


Fazemos. agora, X assumir sucessivamenta Os valores 1,2,3,...,n Assim: 
x=Y: M=12+4-1]I+6-.124+4-1+1 
X= 2: =2+4-21+46- 2244-2414 
X= 3 di=91+4-:W+6-:32+44-3+1 


Vea pa rcanvasnesxiranDenranr-ro 


x=nintiP=nt+4en+Ben+4en+1 


Somando todas essas igualdades, obtemos 
neWt=14+4:[12+22+33+.,/.4n3]+8-[12+22+ 324.0 + mº]+ 
+4-[(1+2+3+..+n]+n 


Nessa última igualdade, temos que: 
13 +23+ 934... +nº=Cn(a soma pedida) 


nin+ (gn+ 1) 
5 


(+22+32+./. +n?s (dado do exercicio) 


epi. cad 


(resultado obtido no exercicia anterior) 
Podemos. então, escrever: 
NA =1+4 E. ag Din DC a as 
Donde tiramos 
iss ney -(n+B-nin+Un+D=2n(n+1) 
pur 4 
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Simplificando, vem 
co méin+y 
4 


Observação: os dois últimos exercicios resolvidos ros mostram que para O 
calcula de somas da forma 


qua gra 3 + +nk (Ke N) 


Cm 


podemos utilizar o desenvolvimento do binômio 
D+ ee! 
E nele fazer sucessivamente x = 1,2, 3,1. 


Exercícios Fropostos 


18.29) Calcule, com aproximação de 3 casas decimais: 
a) (1,04/8 bj (2,002 


18.30) Calecute a soma Qn dos quadrados dos n primeiros números naturais. 


18.341) Conhecidos os resultados 
nin + 1) 
Z 


Q=2+22+3º+..+mºm 


Sa=i+2+3+..+n= 
nin+ AM2n+ 1) 
B 


2 
e E e e PLUG 


A 4 

Calcule 

20 
a) D (97 +1) 

p-1 
b) (9? -3p) 

p=1 

13 
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Exercícios Suplementares 


V,1) 


v.2) 


V.3) 


V.4) 


v.5) 


V.6) 


Paraosinteirosnep 0Ozpsn, calcule: 
nin 
E 

p= p 

Q inteiro n (n > 2) permanece constante quando p assume todos os valores 


- r a s 1 A 
intetros de 1 an. Qualê omengr e qual é q maigr valor de ? 
p 


Mostre que: 


Ce) LG) 
To) Ela) -o, 


1 Escreva q desenvolvimento de (1 + x)” pela fôrmula do binômio. Observe 
que é o coeficiente de x3(q=0,1,...n) 


2º) Calcule o coeficiente de x (ga ne q = p) no desenvolvimento de cada 
um dos dois membros da igualdade: 


er (t+ xpP=(1+»MMP 
Deduza a fórmula: 


í É í ) 
lodo) aa) ea) 
loja) Vijla- La/lO/ À q 
Fazendo n= p=q na fômula acima deduza que: 
inf (7 (2) 2n 
| +, ++ = 
é] ay a n 
Seja a um número real positivo e n um inteiro positivo. 


1º) Escreva o desenvolvimento de (1 + af segundo as potências de a. 
2º) Designa-se por up O terno desse desenvolvimento que contém aº. 


u . 
Calcule 2º! Para que valores de p tem-se upa 2 up? 
u 
p 
3º) Qual é o maior termo do desenvolvimento de (1 + aj? Determine esse 


51 
maior termo para os desenvolvimentos de (1 + n)'Me de (1 + so 1100 


Determine n para que os coeficientes de xº, xº E xº no desenvolvimento de 
(1 + xP estejam em PA, 


E lr 


4.7) 


V.8) 


V. 9) 


W.10) 


4.113 


V.12) 


13) 


Vtd) 
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A razão entre o terceiro e o quarto termos no desenvolvimento de (2 + 3xF, 


E . Determine n. 


segundo potências crescentes de x, É Ea quando x = 5 


Sabe-se que a, be n são inteiros positivos e que os três primeiros termos na 
expansão binomial de (a + bP são 729, 2 918 e 4 860 respeclivamente. 
Determine a, ben. 


Desenvolva (C + 2y)º pela fórmula do binômio. Aplique o resultado para 
calcular (1,02)º com 4 casas deciamais corretas 


Prove que se x e y são inteiros positivos, o número (x + )º— xº - y é 
divisível por 5, 


No desenvolvimento de (1 — 2x + af como um polinômio em x, O 
coeficiente de xà é zero. Calcule a, e determine o coeficiente de xº 


Os três primeiros temos no desenvolvimento, segundo as potências 
crescentes de x, de (1 + 2x + ax?W, ne Z,, são 1+ 2nx+ 1x! Calcule a e À 
em função de n. 


Determine o inteiro positivo p para que os coeficientes de x e de x? no 
desenvolvimento de (1 + xPP-(1 — x)” sejam iguais. 


O desenvolvimento de (1 + x) (1 + ax + bx), segundo potências crescentes 
de x, começa com 1 +x+x? Deteminea eb, 


PARTE Mt 


Capítulo 19 — Complementos da análise 
combinatória 


Capítulo 


| Complementos 
1 9 da análise combinatória 


19.1 - PERMUTAÇÕES CIRCULARES 


O tipo de problema que vamos estudar neste item trata, em sintese, de 
determinar de quantas maneiras podemos dispor n elementos distintos em torno de 
um circulo. 

Cada uma dessas maneiras é chamada de uma permutação circular dos n 
elementos, e indicaremos o total desses agrupamentos por: 


| Pen | 


Para melhor entendermos o conceito, vamos imaginar, como exemplo, que 
quatro pessoas A, B, Ce D vão sentar-se em volta de uma mesa redonda, não 
havendo lugares preferenciais. 

O número de modos de dispor essas pessoas é indicado, então, por PCa. 

Inicialmente, devemos compreender o que diferencia as possiveis 
disposições. Consideremos duas quaisquer: 


= G) 
Lo A) 


É fácil notar que houve, de uma para outra, uma mudança na posição 
relativa das pessoas, por exemplo, em ambas, A e D estão lado a lado mas, na 
primeira, D está à esquerda de À e, na segunda, D está à direita de A. 

Dizemos, aqui, que duas permutações circulares são diferentes quando a 
posição relativa dos elementos é diferente. 

É preciso, então, observar que, se a partir de uma das disposições 
possiveis, apenas fizermos os elementos girarem em conjunto ao redor do circulo, 
sem alterar a posição de uns em relação aos outros, todas as distribuições assim 
obtidas são equivalentes e por isso consideradas como uma única permutação 
circular. 

Assim, no caso do nosso exemplo, as seguintes 4 figuras 
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CA) SA 
A DS 


SG O 
O CARRO a A 


CDAB BCDA 
definem 4 permutações simples que constituem uma só permutação circular: 

A 

Eca 

DABC 

> > B D 

CDAB | 

BCDA ) 
C 


É evidente que a uma outra disposição qualquer dessas pessoas também 
correspodem 4 permutações simples; 


A 
ADCB 
D B ; - | BADC 
CBAD 
. DCBA 
C 
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Essa observação nos leva a estabelecer uma proporção: como a uma 
permultação circular de 4 elementos correspondentes um grupo de 4 permutações 
simples, temos: 

1 (circular) — 4 (simples) 


PC, - P, 
e dal, que 
| 
pc, =Pa 6 
4 4 


De modo análogo, concluímos que a cada permutação circular de n 
elementos corresponde um grupo de n permutações simples Então, temos 


1 (circular) —>n (simples) 


PC > PR, 
Porianto, 
] 01 
n n n 
donde Ne uia A 
PC, =(n-1)! 


Exercícios Resolvidos 


19.1) De quantas maneiras 8 crianças podem ocupar os 8 lugares de um 
carrossel? 


Solução 
Tratando-se de dispor as 8 crianças em um circulo, o total de modos é 
PCs=(8-1)!=7!=5040 


192) Cinco pessos (entre elas um casal) devem sentar a uma mesa circular. De 
quantos modos pode ser feita a sua disposição, de tal forma que o casal 
fique sempre junto? 


Solução 


É evidente que para mantermos o casal unido, devemos considerá-lo como 
um só elemento e. portanto, calcular o total de permutações circulares de 4 
elementos. 

No entanto, não devemos esquecer que, nas distribuições circulares, hã 
diferença entre um elemento B estar à esquerda ou à direita de um elemento 
À, O que nos dá 2 possibilidades: 
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Assim, o total de modos é 
2PCo=2(94-1)!=2-8=2:6=12 


Exercicios Propostos 
19.3) De quantos modos podem & crianças se colocarem em roda? 


19.4) Das & pessoas que devem senta-se à mesa, À e B nunca podem ser 
vizinhas. Quantas são as disposições possiveis? 


19.5) Um joalheiro dispõe de 4 lipos de pedras preciosas para confeccionar 
broches (com as pedras em circulo) e alianças, usando em cada jóia uma 
pedra de cada tipo. Quantos broches diferentes ele pode construir? E 
quantas alianças? 


19.6) Os 8 lugares de um carrossel serão ocupados por 4 meninos € 4 meninas. 
Quantas são as maneiras de se fazer a ocupação de modo que menmnas é 
meninas fiquem intercalados? 


19.2 - ARRANJOS COM REPETIÇÃO 


Neste item, voltamos a formar, com os elementos de um conjuto E. 
agrupamentos ordenados. podendo agora permitir que um elemento compareça 
mais de uma vez em cada grupo: são os arranjos com repetição. 

Pelo fato de ser permitida a repetição, se por exemplo o conjunto E tem 3 
elementos, podemos formar arranjos desses elementos tomados 4 a 4, tomados 5 
asSeetc., ou seja, é fácil compreedemos que agora a classe de um arranjo com 
repelição pode ser até maior que O número de elementos de E. 

OÔ total de arranjos com repetição de n elementos classe k é indicado por 


| ARnk | 


Exemplos 


a) Consideremos E = (8, 8: 9) Os números de 2 algarismas que podemos 
formar com esses elementos são 


656 86 96 
5B sa 9B 
59 B9 99 


Temos, então, 9 arranjos de 3 elementos tomados 2 a 2, e podendo 
escrever 


ARs2 = 0 


& esse resultado também se chega atravês do Principio Fundamental da 
Contagem: para a escolha do primeiro algarismo temos 3 possibilidades e, como 
podemos repetir a escolha do segundo temos 3 possibilidades: 
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algarismos: N 


possibilidades: 


Então, o total desses números é 
AR32=3-3=3º=9 


b) Seja E = (5. 7) Os números de 4 algarismos que podemos formar com 


esses elementos são 


5555 5755 1555 7755 
5557? sro 7557 Pra? 
5976  S7f7S TESTS Tr'5 
597? 5777 7577 TETE 
Temos, então, 16 arranjos de 2 elementos tomados 4 a 4, e podemos 
Escrever 
ARza = 16 
Ou, como fizemos no exemplo anterior 
7º 20 aa 
algarismos: ] [] [] LU] 
NR rs. E E 
possibilidades. 12 Z 2 


ARza=2-2:2-.2 =24=1 


Seja procedermos de modo análogo para o cálculo do número de arranjos 
com repetição de n elementos tomados k a k 


po 


ao 


elementos: = E LJ. 
x t á 


possibilidades. 


Obtemos 


ou seja 


= 
é 


ii o o— — oo o — — om ma mia as nm mr am om 
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Observação. Para os casos em quek=D e k= 1, temos 
ARno = nº =1 
ARn,i=n1=n 
A exemplo do que fizemos nos arranjos simples, consideramos o conjutos é 


como um arranjo de classe zero e Os conjuntos unitários como arranjos de classe 1 


Exercicio Resolvido 


19.7) 


26 


Quantos números de 3 algarismos podem ser formados com os algarismos 
0 3, 4,5, 52 


Solução 


Podemos resolver de duas maneiras: 


1º modo: [utilizando o conceito de arranjo) 


Cada numero é um arranjo com repetição de 5 elementos classe 3. seu total 
é então 
ARsa =5'= 125 


Nesse total, no entanto, eslão incluidos os agrupamentos que começam 
com o zero e que não são número de 3 algarismos: 


E) 


Fixando q zero, temos 5 elementos para ocupar as duas casas restantes, 
dando-nos 
ARs2 = 5º =25 agrupamentos 


Logo, o total de números é 
ARsa — Asa= 125 —-25= 100 


2º modo; (utilizando o Princípio Fundamental da Contagem) 


Para a escolha do primeiro algarismo temos 4 possibilidades (excluimos o 
zero); para cada algarismo seguinte temos 5 possibilidades: 


algarismos: [1] [] N 
E E A 


—— — — o— — e ia RA e 


nossibilidades: | 


Logo, o total de numeros é 
4:5-5=100 


Nota — O leitor percebeu, com esse exercicio, que muitos dos problemas do 
capitulo 4 referentes ao Principio Fundamental da Contagem podem ser 
resolvidos com q conceito de arranos com repetição e, pela própria 


exposição desse conceito, que os problemas de arranjos com repetição 
podem, todos, ser resolvidos por aquele principio. Por isso, os exercicios 
propostos a seguir não constituem novidade 


Exercicios Propastos 


19.8) Dispondo de 3 cores, de quantos modos podemos pintar, cada uma de uma 
só cor, 5 casas dispostas em filas? 


19.9) Cada sina! da Código Morse é formado por pontos e lraços. Determine o 
numero de sinais que podem ser formados com 
a) 4 desses dois simbolos 
b) até 4 desses dais simbolos 


19. 10)Quantos são os números naturais de 5 algarismos nos quais aparecem 
algarismos repetidos? 


19.11) Num pais as placas dos automáveis são constituídas de 2 letras (escolhidas 
de um alfabeto de 26 letras) seguidas de dois algansmos, sendo excluídas 
as placas que tem dois zeros e, tambem, as placas que tem duas letras O. 
Determine o total de automóveis que podem ser emplacados nesse pais. 


19.3 - COMBINAÇÕES COM REPETIÇÃO 


Quando estudamos as combinações simples, aprendemos que elas são 
agrupamentos (ce elementos distintos) que não se modificam quando se altera a 
ordem de seus elementos. Por exempla, sabemos que as combirações de classe 3 


(7, 8,9), 48:79), (0,87) 
são lodas iguais. dent ii 
O conceito de combinação com repetição não é diferente também é um 


agrupamento em que eg ordem de seus elementos não é considerada, apefias, 
agéra, & pemilida a repetição de elementos. 


Assim, se por exemplo tomamos o conjunta E = (a: bc dy os 
agrupamentos 
aa 
ab bb 


ac bo cc 
ad bd cd add 


são as combinações (com repetições), de classe 2, dos 4 elementos de E 

É evidente, então, que aqui as agrupamentos ab e ba são iguais, O mesma 
acontecendo com bd e db; e os agrupamentos ab e bd são diferentes porque tem 
elementos diferentes. . 

O número de combinações com repetição dos n elementos de um conjunto 


E tomagos k a k é indicado 
CRnx | 


No exemplo acima, temos n=4,k = 2, e CR4az = 10. 
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Exemplos 


a) Consideremos E = (a: b: cj As combinações de classe 3 desses 
elementos são 


aaa aab aac 
abb abo acc 
bbb bbe bce 
Coe 


Temos, então, que CRs3= 10. 


bi Seja E = (o |). As combinações de classe 4 desses elementos são 


LELICEAS cxuer|s erre [3 aRpBE PREp 
Temos, enlão, que CRza = 5. 


Cálculo de €CRax 


Para determirarmos o número de combinações com repetição no caso 
geral, consideremos o conjunto 
E =(a as as... an) 
e vamos convencionar que cada combinação de classe k de seus elementos será 
sempre escrita de modo cue os indices dos elementos fiquem em ordem natural, 
por exemplo, a combinação de classe k = & 


azgna aaa 
devem ser apresentada na forma 
arazasasas E 


Em seguida trocamos cada elemento da combinação pela letra x afetada ce 
um novo indice, que é obtido somando-se o indice antigo com um número de 
elementos que precedem o elemento considerado. Por exemplo na combinação (l), 
o elemento as será substituido por xa. O segundo dos elementos aa será subslituído 
por xz; essa combinação passa então a 


KIAZKIXENTA O 
Fara reforçar, outro exemplo: a combinação de classe k = 6 


Ada sAABEI DAN 
passa a 


HAKSHENGM DM E 


Devemos observar que, com esse recurso, cada combinação de classe k 
acaba lendo os seus elementos com indices diferentes. 

É fundamental notar, também, que a lelra x terá índice máximo quando o 
elemento an ocupar a última posição da combinação. Por exemplo, nã combinação 
(ll) o elemento as & substituído por x,+5, O Índice n + 5 é a maior possivel quando 
se tem um combinação de classe k = 6 

Qual é, então, o indice máximo de x no caso de uma combinação de classe 
k Qualquer? 

Fazendo an ser o último dos k elementos da combinação 
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E Ep 


“O kda demenos. 


ele deve ser trocado por x com a índice n somando aos k — 1 elementos que o 
precedem. 


ed 
Oo: 


Assim, o indice máximo én + k -— 4. 
Com tudo isso percebemos que cada combinação com repetição de classe k 
com os elementos de 


E =(a1az;as..., an) 
é representada por uma combinação simples de classe k dos elementos de 


F=(X1;x2 X3 4 Xn+k-1) 


o que nos leva a concluir que 


Exemplos 


CRa2 = C4.2-12 = C52 


2] 

6. 

CRa34a = Casa-14=Cha=Cozs 2 
CRss=C5+.5-15=Cos=126 


Exercícios Resolvidos 


19.12) Podendo escolher entre os sabores hortelã, laranja e limão. de quantos 
modos uma criança pode comprar 5 balas? 
Solução 


Notando que cada grupo de 5 balas é uma combinação de elementos 
repetidos escolhidos entre os 3 sabores, o total de modos é 


CRas = Caes15=C75= 21 


19.13) Podenco escolher entre 5 tipos de queijos e 4 marcas de vinho de quantos 
modos é possivel comprar 2 formas de queijo e 3 garrafas de vinho? 
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Solução 


O problema se resolve em duas etapas: 


1º) escolha das formas de que!jo 


Como se dispõe de 5 tipos para escolher 2 (iguais ou não), o número de 
possibilidades é CRsz= Caz= 15. 


29 escolha des garrafes de vinho 


Como se dispõe de 4 marcas para escolher 3 garrafas (iguais ou não) o 
número de posibilidades é CRaa = Cos = 20. 
Finalmente, o número de possibilidades de compra de queijo e vinho é 


CRs2º CRaa=15:20=300 


19.14) Determine o número de soluções inteiras é não negativas da equação 
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Xx1 +x2 + x3=6 


Solução 


E evidente que para se obler um soma de 3 números inteiros não negalivos 
igual a 6, tais números devem ser escolhidos convenientemente entre Os 
valores 0,1,2,3, 4.5, 6. Por exemplo, as trincas 

(O: 2,4), (2, 2; 2), [0:0,6) 
são afoumes das soluções da equação. 
Para oblermos todas as soluções, vamos recorrer ao seguinte processo: 
como a soma deve ser 6, escrevemos 6 vezes o número 1: 


Ee IS 0 e) 8] q) 


Como temos 3 incógnitas separamos a fila acima em à grupos. Para isso, 
precisamos de apenas duas barras, Ássim, as somas das unidades até à 
primeira barra, da primeira atê a segunda e da segunda alé o fim da fila nos 
dão valores de x1, x2 e xa que satisfazem a equação. For exemplo 


SOB OE 


(8 
x =3 Xo=2 x=1 


txt =3+2+1=6 


csação 


v 
x, =3 Xy = 


l 
x J 


Mmtx tr =0+3+4]3=6B 


Seja 


RA Em x = 4 
Mx tua=D2+0+4 =6B 


Deste modo, se calcularmos o total de maneiras de se colocar as duas 
barras na 7 posições possiveis, teremos o número de soluções da equação 
Como se trata de escolher 2 das 7 posições, não havendo modificação se 
trocarmos as duas barras entre si, e podendo colocar as 2 na mesma 
posição, cada escolha & uma combinação com repeução de 7 elementos 
lomados 2 a 2. Então, temos: 

CRz2=Ca2= = = 28 soluções 


13.15) Determine o número de soluções inteiras e posilivas da equação 
Mtx+ x + xt xs 13 
Solução 


Não podemos, agora, aceitar soluções em que alguma variável seja igual a 
zero, no entanto, vamos observar que subtraindo uma unidade de cada 
elemento das soluções pedidas, por exemplo 


(3,4,1,2,3) 


[es sbre) 


(8,1,%271) Hds: DUB; 1 O) 


(2: 500: 2: 2) mo cdi) 


obtemos as soluções inteiras não negativas da equação 
xXitx+txa+xa +xs=B (1) 
Portanto, basta determinar o número dessas soluções da equação (|), a que 


fazemos como no exercicio anterior. 
Como devemos ter soma ê, escrevemos 


[é DS E 6) 8] Je, 18) ol 


Tendo 5 incógnilas . precisamos de 4 barras para separar essa fila em 5 
grupos. 
Dispomos de 9 posições para colocar 4 harras. podendo haver mais de uma 
nã mesma posição Assim, cada escolha é uma combinação com repetição, 
de classe 4, de O elementos. 
Logo, ototal de soluções inteiras e positivas da equação dada é 

12.11:10.9 


R = .—————.—— = 495 
CRas= Cia ER 
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Exercícios Resolvidos 


19.16) Calcula 
a) CRag 
DJ CRsgz 
Cc) CRas 


19.17) Verifique que CRne= CRwsina 


19.18)Um vendedor de livros quer comprar para revenda, 5 volumes. Õ 
fornecedor dispõe de vários exemplares de & romances e de 6 livros 
técnicos Determine o número de compras diferentes que pode o vendedor 
fazer, obtendo: 
aj 5 livros quaisquer 
Db) 3 romances e 2 livros técnicos 


19.19)Com as elementos do conjunto E = fa; b; e; d) formam-se as combinações 
com repetição de classe 5. Quantas delas tem o elemento d? Quantas não 
tem o elemento a” 


13.20) Determine o número de soluções inteiras e não negativas da equação 
Xi +tx2+x +xa= 10 


19.21) Determine o número de soluções inteiras e posilivas da equação 
mtxtx+xatxs tax = 15 


19.22) Considere a equação 
XXX... TXm= 


onde uchk e vzm Determine o número de soluções inteiras & 
a) não negativas 
Db) positivas 


Ea Ps 


Exercítios Suplementares 


VI.1) 


VI 2) 


VL3) 


Via) 


VL5) 


VLA) 


41.7) 


VI.B) 


Quantos são os números de 3 algarismos em nosso sistema, em que 
aparecem algarismos repetidos? 


De quantos modos podemos repartir 17 livros, entre 4 alunos, admitindo gue 
alguns possam ficar sem livros? 


Nas faces de um tetraedo regular de quantas maneiras podemos aplicar 4 
cores distintas ou não, usando-se 7 cores? 


Numa urna existem muitas bolas branças e vermelhas. Retirando-se 3 bolas 
sucessivamente, de quantas maneiras pode sair a distribuição das cores? 


Com os algarismos 3, 4 e 5 quantos números podemos formar tendo no 
minimo 3 algarismos e no máximo & algarismos? 


Com os alganmos 1, 3, 5 e ? quantos números de 4 algarismos podemos 
formar começando com 1 e terminando com q 7? 


Quantas palavras diferentes se podem formar. batendo-se 5 vezes ao 
acaso, em uma das 28 teclas de letras da máquina de escrever” 


Escrevendo-se todos os números inteiros de 1 a 1 QDO quantas vezes os 
algarismos (de zero a nove) foram utilizados? 
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f 
20. | probabilidade 


20.1 — EXPERIMENTO ALEATÓRIO — RESULTADOS EQUIPROVÁVEIS 


Quando lançamos um dado e observamos o número obtido na face superigr, 
sabemos de antemão que o resultado poderá ser 1,2,3,4,50u 6. No entanto, não 
podemos garantir que irê ocorrer, por exemplo, o número 4, é possive! que 
ocorra, como também é possivel ocorrer qualquer outro número em jogo Essa 
impossibilidade de prever o resultado se deve ao que chamamos de açaso. 

Formamos, assim, a ideia de experimento aleatório: uma experiência que, 
embora executada repelidas vezes, em condições aparentemente idênticas, pode 
apresentar resultados variados, não sendo possivel a previsão lógica de cada 
resultado. 

Os lançamentos de dados ou moedas, a distribuição das cartas de um 
baralho, os sorteios em geral, são exemplos de experimentos aleatórios. 

Os vários resultados desse tipo de experiência podem ou não ser 
igualmente prováveis, isto & a oportunidade de se obter um determinado 
resultado pode ser igual ou diferente da oportunidade de um outro resultado da 
mesma experiência. Por exemplo, ao lançarmos um dado, a chance de ocorrer O 
número 4 é igual â de ocorero 1,02,032,050u09 8 isso já não acontece no 
seguinte experimento: em dez etiquetas iguais e enfileiradas, escrevemos a 
palavra MATEMÁTICA, uma letra em cada etiqueta: 


e) 8] [El JE) (m [a] [el qel del del 


em seguida, misturamos as dez em uma urna e reiiramos uma delas. E fácil 
perceber que as chances das letras M A, T, E, |, €& não são todas iguais, pois há 
mais etiquetas com a letra À do que com a letra T, mais com M do que com E etc. 

Muitas vezes, o proçesso de realização de um experimento pode tornar 
seus resultados equiprováveis ou não. Admita-se, como exemplo, que desejamos 
escolher um animal de uma janela onde há um etefante, um macaco, um cavalo, 
um gato selvagem e uma zebra. Se simplesmente sorteamos o animal entrando na 
jaula e escolhendo aquele que primeiro nos morder, é evidente que o gato lerá 
maior oponunidade de ser escolhido. No entanto, se marçcarmos o nome de cada 
bicho em um cartão (cinco cartões iguais) e sortearmos um, podemos garantir que 
todos 05 animais tem a mesma chance de serem escolhidos, isto é, os resultados 
da experiência se tornam Igualmente prováveis. 

Nesta obra, restringiremos nosso estudo zos experimentos aleatórios de 
resultados equiprováveis. 
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20.2 —- ESPAÇO AMOSTRAL — EVENTO 


Ão realizarmos um experimento aleatório, com a finalidade de observar a 
ótorrência de um determinado tipo de resultado, dois conjuntos traduzem nóssa 
expectativa: um. formado por todos os resultados possiveis da experiência, outro, 
formado pelos resultados que desejamos observar. Assim, se num jogo lançamos 
um dado e nosso sucesso depender da obtenção de um número maior que é, nos 
fixamos no conjunto (1, 2: 3, 4, 5: 6), que descreve tudo que pode acontecer, e no 
conjunto (5, 6), que descreve o que queremos que aconteça. É claro que O 
segundo conjunto serã, sempre, um subconjunto do primeiro. Adotamos, então, 
as seguintes definições: 


Espaço Amostral - Ac conjunto E formado por todos os resultados 
possiveis de um experimento aleatório damos à nome de espaço amostral, 

Em nesso estudo, vamos considerar apenas espaços amostrais finitos E 
não vazios, e indicaremos o número de resulatos por ne. 

Evento - Damos o nome de evento a qualquer subconjunto do espaço 
amostral 

Em temos práticos, o evento é um conjunto formado pelos resultados cuja a 
ocorrência desejamos observar, pelos resultados que queremos ver acontecer. 

Indicaremos por na o número de elementos de um evento A 


Exemplos 
Experimento ?: lançar um dado, o resultado & o número oblido na face supencr 


» Espaço amostral: 
E=(1,23/4,5,6k ne=6 


* alguns eventos: 
a) observar a ocorrência do número 2: 
A=(2) na=1 


b) observar a ocorrência de número par; 
B=(2.4:6) ns=3 


c) observar a ocorrência de número maigr que 6: 
C=g neç=0 


di observar a ocorrência de númera inteiro: 
D=(1,2,/3:4,5/6)=E; no=6 
Experimento 2: lançar duas moedas diferentes; o resultado é o par de faces 
SUperiores. 
» espaço amostra! (c = cara; k = coroa): 
E =ficcrtck) (ko tkk) ne=4d 


» aíguns eventos: 
a) ocorrência de duas catas: 
A=ftc ck na=1 
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b) ocorrência de no mínimo uma cara: 
B=ile k(k c)icick na=3 


e) ocomência de no máximo um cara: 
C=ite hj tkic) (kk nes 3 


Experimento 3: lançar dois dados diferentes; o resultado é& o par de números 
obtidos nas faces superiores. 


* Espaço amostral: 
E = 2 0 3 (ANT STE): 
(2, 1) (2; 2), (2, 3): (2, 4) (2,5), (2, 6); 
(Et 2 An E AN E Se) 
(4: 1); (4: 2) (4, 3) (4; 4), (4, 5) (4,6) 
[5 Eds 2r too sr (ES (SS 6); 
(6, 1): (6, 29: (6, 3) (6,4). 46, 5). (6,6) ne=6-6=36 


+ afyuns eventos: 
aj Ocorrer números iguais nos dois dados: 
A = (011) (2; 2) (3,3); (4, 4) (575) (6; 6) na = 6 


b) pcorrer numeros de paridades opostas: 
B=((1, 25 (1,4) (1,6): 
(2 di (zap 5): 
(3, 2), (3; 4) (3; B), 
(4,1), (4, 3) (4,5), 
(5: 2); (5; 4% (57 6); 
(6, 1) (6,3) (6,5): ne=18 


Cc) ocorrer soma +: 
C=t(1,8): (2. 5) (3; 4), (4,3). (5,2), (6, 1)), ne=6 


d) ocorrer soma 1: 
D=((5:6) (6,5) no=2 


Nota — À sequência de exemplos acima mostra que, à medida que o número de 
elementos envolvidos no experimento vai aumentando, torna-se cada vez mais 
diloil escrever 0 espaço amostral enumerando cada um dos resultados possiveis, 
Por isso, utilizamos, em alguns casos, o processo de representar o conjunto 
apenas descrevendo o tipo de elementos que ele possui e, para a determinação 
do número de resultados, recorremos aos metodos de contagem da Análise 
Combinatória. Vejamos alguns exemplos. 


Expenmento 4: retirar 3 canas de um baralho de 52 caras e observar, 
independente da ordem, o grupo formado 


* Espaço amostral 
E = (grupo de 3 cartas) 
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O total de resultados possiveis, isto é, o número de elementos E, & o 
número de combinações de 52 elementos tomados 33 3 


ne = Csza = 22 100 


* alguns evenlos: 
aj ocorrer 3 ases: 
A = [grupos de 3 ases) 
Como temos 4 ases no baralho, 
na= Cas=d 


bj ocorrer 3 cartas de copas: 
B = (grupos de 3 cartas de copas) 
Como temos 13 cartas de copas, 
ne = Cias = 286 


ci ocorrer extamente um as: 
Ú = (grupos com às e 2 outras cartas) 


Para a escolha do ás, ternos 4 possibilidades; para a escolha das outras 
duas, eliminamos os ases, restando-nos 48 cartas, O que nos dá Cass 
possibilidades 


Logo, temos nc= 4: Casz=4 512 


Experimelo 3: de uma urna com 31 bolas numeradas de 1 a 31, retirar e observar o 
par de números obtidos, 


sa 0 


» Gspaço amostral, 


notando que ao retirarmos duas bolas formamos um par ordenado de 
elementos distintos ise uma delas tem o número 17, a outra ceramenlte 
terá um número diferente de 17), temos 


E=tixyxeNyveN|/iIsxeMelsy<)Mex=zy ene=âma=330 


- alguns eventos: 
ajocorrer dois números menores ou iguais a 21: 
Az=dlixyxenNyen|t=sxs2Melzy<2iex+y) enaz=Amo>= 420 


b) ocorrer um par com primeiro elemento menor que 12: 
B= (xy xeNveNjisx<iZelzy<Mexay) 
Notando que para o primeiro elemento temos 11 possibilidades e, escolhido 
este, restar 30 possibilidades para o segundo, temos 
na=11-:30=330 


20.3 - PROBABILIDADES 


Vamas, agora, definir probabilidade de um evento num experimento 
aleatório de resultados equipraváveis. 

Intuitivamente, o leitor domina a idéia de probabilidade: se num jogo de cara 
ou coroa nosso sucesso é a ocorrência de cara, temos a metade da chances de 
ganhar e dizemos, inclusive, que nossa probabilidade é de 1 para 2 e, portanto, 


1 : E ; s 
igual a 7 No entanto é preciso esclarecer que, em duas jogadas, não acontecerá 


necessariamente uma cara e uma coroa; é possivel que, em por exemplo 10 
jogadas, ocorra 8 vezes coroa, ao que reagimos dizendo: 


"Puxa, que azar!" ou 
“Não é possivel: essa moeda é viciada!!” 


O que devemos entender ao avaliar em 5 a probabilidade de obter cara, é que 


num número muito grande de lançamentos da moeda, a frequência com que ocorre 
cada uma das faces é bastante próxima da metade do número de jogadas. 
Com essa considerações, definimos 


A probabilidade de ocorrer um evento A, num experimento aleatório de 
espaço amostral E, é o número P[A] dado por 


n 
[A] ne 


Observações 
1º) É evidente que, sendo A um subconjunto de E, temos 
O<na She 


dh = 


Dividindo essa dupla desigualdade por ne, vem 


0 Da <PE 


cases fed 


ne Ne NM 


O<P[/A]s1 


ou seja 
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Nos casos extremos, temos: 
e Se P[A]=0, o evento A = & chama-se evento impossivel. 
e Se P[A] = 1, o evento À = E chama-se evento certo. 


Esses casos podem ser ilustrados pelos eventos dos itens c e d do 
experimento 1, nos exemplos anteriores. 


2º) Probabilidade do evento complementar 


Ba 


Seja A o evento complementar de A em relação a E. Percebemos que À 
possui, como elementos, todos os resultados descritos no espaço amostral com 


exceção daqueles que formam A. Assim, se calcularmos a probabilidade de À, 
estaremos determinando a probabilidade de não ocorrer o evento A. Como 

nz =Ne ha. 
dividindo membro a membro por ne, vem 


n=- 
Ed O 
Ne Me NM 


PIA]=1-PIA] 


o que dizer que a probabilidade de não ocorrer um certo evento é 1 menos a 
probabilidade dele ocorrer. Portanto, se a probabilidade de, por exemplo, 
retirarmos uma azul de uma urna é 0,3 (30%), a de não retirarmos uma bola dessa 
coré1-0,3=0,7 (70%). 


'uU seja, 


Exercícios Resolvidos 
20.1) Qual a probabilidade de, no lançamento de um dado, obtermos: 


a) número primo? 
b) número maior que 4? 
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20.2) 


Solução 
O espaço amostral do lançamento é: 
E=/1,2,3;4:5:6) Então, nc=65 


a) O evento ocorrer número primo é representado pelo conjunto À = (2,3; 5) 
Como na = 3, vem 


bt) O evento ocorrer número maior que 4 é representado pelo conjunto 
B = (5: 8). Como ne = 2, vem 
2 
pib gs 
ne & 3 
Se desejarmos os resultados em porcentagens, multiplicamos os números 
encontrados por 100%. Assim, temas: 


E ; E és, 
a) a probabilidade de ocorrer número prima é a 100% = 50%. 


b) a probabilitade de ocorrer número maior que 4 é : - 100% = 33,33% 


Numa urna há cem bola numeradas de 1 a 100. Retirando-se bola ao acaso, 
qual a probabilidade dela possuir um: 

a) multiplo de 3? 

bj) múltiplo de 7? 


Solução 


O espaço amostral da experiência é 
E=(1,2:3,4;... 99;100) e ne=100 


a) O evento ocorrer um mtltiplo de 36 A = (3, 6, 9,...; 99). Para obtermos 
na basta dividimos 100 par 3: o quociente é na, 
100 Ea. 
1/33 
Então, como na = 33, PIAj= CA = SE 
E SADO 
bj) O evento ocorrer um múltiplo de 7 é B= (7; 14; 21;..., 98). Como 6 
quociente da divisão de 100 por ? é 14, temos na = 14, 
Ligar ts, 
ne 100 50 


Observação: Os números na & na poderiam, evidentemente, ser obtidos pela 
expressão do termo geral das progressões arilmélicas an= a + (n— 1)-r 
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20.3) Na lançamento de dois dados diferentes, qual a probabilidade de ocorrer. 
aj soma 7? 
bj ao menos um ntmero primo? 


Solução 
O resultado de um lançamento de dois dados é um par ordenado. Dessa 
forma, o espaço amoastrai do experimento pode ser assim descrito; 
E=lixyxeNyenNjisgxsGel=sy<b 
Para o cálculo de ne, temos: 
1º dado eº dado 


ano 


possibilidades: | 6. 6! 


Es di ia a e! 


Logo, nce=8-8= 36 


a) O evento ocorrer soma 7 é 
A=[1, 6) (2:05) (3; 4); (45 3) (5: 2), (6, 1) 
= 
Como na= 6, PA — = — 
á Pl 38"8' 
b) O evento ocorrer ao menos um número primo é: 


B=((12)(1, 3% (1,5): 


(E 1 (2, 2) (2, 3) for aj tzo 6) (2: 6), 
(3, 15 (3:25. 03,3), 037 4) (3,5): (3,8), 
(4, 2); (4, 3), (4,5): 
Lose face) to, jo doors) or) 
(O, 2); (6, 3); (8, 5Dk: 
27 3 
Como ne = 27, PIB]= E 


20.4) No exercicio anterior, qual a probabilidade de não ocorrer soma 11? 


Solução 
Consideremos o evento ocarrer soma 77: C = [(5: 6): (6; 5]). Temos 
PIC] = Mis 2 = EO 
ne 36 18 
Observamos que o evento não ocorrer soma tí é o complementar de €, 
vem: 
1/17 
CJj=1i-P[C=1-—=— 
RS] [6 18 18 
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20.5) A labela a seguir dá a número de máquinas de calcular existentes em um 
escritório, segundo suas características. Todas as máquinas estão 
embaladas em estojos iguais Escolhendo um estojo ao acaso, determine a 
grababilidade dele: 


ELÉTRICAS MANUAIS 
[USADAS | 15º | 19 | 


al conter uma máquina nova 

b) conter uma máquina manual 

c) não conter uma máquina elétrica usada 
d) não conter uma máquina manual usada 


Solução 


O espaço amostral dessa experiência & o conjunto E de todas as máquinas. 
Assim vemos na tabela que ne = 100. 


a) O evento À = focorre máquinas nova) tem 75 casos favoráveis, isto É, 
na= 5 Então, 


b) O evento B = focorre máquina manual; tem 40 casos favoráveis, isto é, 
ne = 40. Então, 


40 2 
Bl=— == 
[8] 1i0DD 5 
c) Seja o evento C = focorre máquina elétrica novaj Como existem 45 
45 y 
máquinas que são elétricas e novas, temos nc= 45 e P[C] = 100 = Ea E 


Observando que o evento não ocorre máaguina elétrica nova é o 
complementar de É, vem: 


= 9 411 
FIC]=1-P[C]= 50 
d) Seja o evento D = Socorre máquina manual usada), Temos no = 10 e 
io 
100 410 


Observando que o evento não ccore máquina manual usada é o 
complementar de D, vem: 
= 1 3 
PiD|=1-P|D|=1-— = —» 
ai [ | 10 410 


20.6) No exercício anterior, suponha que uma pessoa escolhe um estojo ao acaso 
e descobre que ele contém uma maquina nova. Qual a probabilidade dessa 
máquina ser elétrica? 
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20.7) 


20.8) 
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Solução 


Quando recebemos a informação de que a máquina é nova, imediatamente 
elminamos todas as máquinas usadas da experiência: 


NOVAS [45 | 3 | 


isto é, restringimos o nosso campo de trabalho às 75 novas. Isso equivale & 
reduzir o espaço amostral ao conjunto E' de máquinas novas, com ne = 75 
Nesse campo, v evento F = (máquina elétrica) tem 45 casos [avoráveis. 
Entao, 


Numa uma há Ff bolas azuis e 4 boas vermelhas. Relirando-se, 
simultaneamente, duas bolas, qual a probabilidade de ambas serem azuis? 


Solução 


Devemos notar que. nessa experiência, o espaço amostral E não é farmado 
pelas 11 bolas consideradas individualmente, pois cada dupla de bolas é 
cue constitui um resultado. Assim, 


E = ((todas) duplas de bolas) 

e o total de resultados possiveis é portanto: 

neS Cnz=s 
Como o evento desejado é 

A = ((todas) duplas de bolas azuis) 

temos: 

na = C2 = 21 

[A] é Giz 2 


Logo, p &] = 
á ne Co 35 


Numa urna há 20 cartães numerados de 1 a 20. Retirando-se, ab acaso, 
dois cartões qual à probabilidade de se obter um par de números mengres 
que 12? 


Solução 
Como cada resultado é um par ordenado de elementos diferentes, o espaço 
amostral E pode ser escrito: 

E=(ixyxeN yeN|(sx<200 dxv<20 exxy) 


Assim, dispondo de 20 elementos para escolher, ordenadamente, 2 
distintos, temos: 


ne = Àzo2= 380 
Q evento par de números menoras gue t2 é 
A=(lixylzxeN, veN|[lex<iZel<y<iZ exzy 


20.9) 


Como dispomos agora de 11 elementos, vem: 
na = Ago = 110 


A, 
Logo, PA] = —N£ = .— = — 
Bona 380 38 


Relrando-se, ao acaso, d cartas de um baralho de 52 cartas, determine a 
probabilidade de se obter 

a) 4 ases 

b) 4 carias de copas 

Cc) 2 asese 2 reis 


Solução 

Como cada resultado é formado por 4 cartas, nosso espaço amostral & 
E = ((todos) grupos de 4 cartas) 

E temos ne = Caza 


a) Seja q evento ocorrer 4 ases: 
A = (grupo dos 4 ases) 


É importante notar que A possui um s6 elemento, pois os 4 ases do 
baralho formam um único grupo de 4 cartas. Assim, se na = 1, 


PIA]= | PT 
Ceoa 270725 


b) O evento B = f(todos) grupos de 4 cartas de copas) é constituído pelo 
total de combinações das 13 cartas de copas formadas 4 a 4. Assim, 


ne = Cia E 
13:12-11:10 
PE Sd MESES gg MIS 
Cssa 52.51-.50.49 270725 
4:3-2:1 


c) Para calcularmos ao número de elementos dao evento €C = ((todos) grupos 
com 2 ases e 2 reis), como dispomos de 4 ases e 4 reis, fazemos: 


possibilidades: REA CO Cam 
4.343 
—- Cia Cuz DA DA ue 8 o 
toge, PIC] = “Ca 52-5150:40 270725 
4-3-2-1 
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Exercícios Propostos 


20.10) No lançamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um número 
cujo dobro é menor que 10? 


20.11) Lançando-se duas moedas diferentes quai a probabilidade de se gbter no 
Minimo uma cara? 


20.12) Numa urna há 4 bolas verdes, 6 amarelas e 5 brancas. Retiranda-se uma 
bola ao caso, qual a probabilidade dela: 
a) ser verde? c) não ser amarela? 
b) não ser branca? 


e0.13)No lançamemnto de dois dados diferentes, ambos de 4 façes (telraedos 
regulares), qual a probabiliade de se obter 
a) soma 7? ci número primo em ambos? 
bj sorna menor que 5? d) aq menos um número impar? 


20.14) Abrindo-se, ao acaso, um livro de 200 folhas numeradas, apenas na irente, 
de 1 a 200, qual a probabilidade de se observar: 
a) um muúktiplo de 11%? bj um multiplo de 15? 


20.15) Sabe-se que uma pessoa nasceu entre os anos de 1885 & 1979 (excluidos 
esses anos) Qual a probabilidade do ano de nascimento ter sido bissexto? 


20.16)A tabela a seguir dã as caracteristicas sanguíneas de 50 individuos. 
Escolhendo-se, ao acaso, uma dessas pessoas, qual é em porcentagem, a 
probabilidade dela: 


fator RH* 
fator RH- 
a) ter sangue tipo à? 
bj não ter sangue com fator RH? 


c) ter sangue tipo À com fator RH*? 
dj não ter sangue tipo B com fator RH? 


[wo 


(to [os | 


20.17)No exercicio anterior, suponha que se escolheu uma pessoa de sangue lipo 
E. Qual a probabilidade dela ter fator RH*? 


20.18) Retirando-se, ao acaso, uma carta de um baralho de 52 cartas, descobre-se 
que é um ás. Qual a probabilidade dele ser de ouro? E de ser de naipe 
preto? 


20.19) Rettrou-se uma carta de um baralho de 52 cartas e descobriu-se que ela é 
de espadas. Qual a probabilidade de ter sido sorteado: 
at um às? h) uma figura? 
Cc) uma carta com múltiplo de 2º 
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20.20) Cada termo do desenvolvimento do binômio (x + a)” n > 6 é escrito em uma 
etiqueta (todas etiquelas iguais) O mesmo se faz com os termos de (y — Db)”. 
As etiquetas são todas colocadas em uma urna e retira-se uma ao acaso. 
Determine a probabilidade de ter sido escolhida uma etiqueta com: 


Ên 
a) o termo | afxn-s 
16 


: ; ' n 
b) um termo cujo coeficiente binomial é (e) 


E) um termo cujo coeficiente binomial tenha o valor at 
6!(n-6)! 

20.21) Um professor de Matemática diz a seus alunos que, sob certas condições, é 
capaz de adivinhar um número; e propõe o seguinte: um dos alunos deve 
pensar num número inteiro entre 2 à 50, e substrair desse número a soma 
de seus dois algarismos (por exemplo, se o aluno pensar no 45, ele deve 
fazer à operação 45 — (4 + 5), obtendo o número 36) Qual à probabilidade 
do professor acertar, na primeira tentativa, o número obtido pelo aluno após 
a operação solicitada? 


20.22)Numa urma ha 8 bolas azuis, 7 vermelhas e 5 pretas. Retirando-se 
simultaneamente 3 bolas, qual a probabilidade de: 
a) as 3 serem azuis? 
b) nenhuma das 3 ser vermelhas? 


20.23) Formam-se todos os anagramas da palavra SALÁRIO. Escolhendo-se um 
deles ao acaso, qual a probabilidade de se obter um anagrama em que ar 


duas letras À não estão junlas? 


20 24)De um baralho de 28 cartas (4 naipes com 7 cartas cada) são retiradas 
simultaneamente 5 cartas. Determine a probabilidade de serem oblidas: 
a) 5 cartas de ouros Cc) exatamente 3 cartas de ouros 


b) 3 cartas de ouros e 2 de espadas | d)na minimo 4 cartas de ouros 


20.25) Num estoque de 20 camisas, hã 5 com defeito. Escolhendo-se acaso 6 
camisas, quai a probabilidade de exatamente a metade delas seja 
defeituosa”? 


20.26) Num grupo de 12 profissionais há 4 geógrafos, 4 historiadores e 4 cientistas 
sociais. Escolhendo-se, aa caso, uma comissão de & pessoas, qual a 
probabilidade de haver exatamente 2 de cada profissões citadas”? 


20.27) Duas etiguetas são sorteadas de uma caixa com n etiquetas, numeradas de 
1 an Qual a probabilidade de que as duas etiquetas escolhidas tenham 


números consecutivos? 
20 28) De uma urna com n etiquetas, numeradas de 1 an, (n > d), são retiradas 3 


etiquetas. Sendo n um número impar, qual a probabilidade de serem cbiidas 
3 eliquetas com números ímpares consecutivos? 
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20.29) Considere o determinante 


x 1 1 
D=|y 2 -1 
D -3 2 
Do conjunto (3: 2; 3 4: 5: 6 ..., 51) são escolhidos dois números distintos 


para ocuparem, respectivamente, os lugares de x e y em D. Qual a 
probabilidade de que os numeros escolhidas acarretem D = 0? 


20.30)Considere o determinante 


123 
D=|4 5 6 
gs Bb dE 
Do conjunto (1,2, 3% 4: 5: 6..; 7) são escolhidos três números didtintos 


nara ocuparem, respectivamente, os lugares de a, be c. Assim, sempre SE 
terãa tbazjecebxsc Qual a probabilidade de que os três números 
escolhidos acaretem D= 0? 
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Capitulo 
Soma de 


f 
lil | probabilidades 


Vamos considerar a realização de um experimento aleatório. de espaço 
amostral E, no qual se deseja observar a acorrência de um evento À ou de um 
evento B. Para melhor nos situarmos, um exemplo: suponhamos que de uma urna 
com 30 bolas, numeradas de 1 a 30, seja extraida uma bola para se verificar a 
ocorrência de um múltiplo de 2 ou de um múltiplo de 3, estão assim caracterizados 
o espaço amostral: 

E = [1:23 60 540772..180) (ne = 30) 
e os eventos 

A=(2; 4.6; 8; 30) (na = 15) 

B=(3,6,9;12;..: 30) (ne = 10) 

Quando dizemos "observar a ocarrência de A ou B” estamos nos dispordo a 
aceitar, como resultados favoráveis, aqueles que correspondam ao sucesso. 


1º) somente de A (e não de B) 

2º) somente de B (e não de À) 

3º) de A e de B, simultaneamente 

Assim, no exemplo acima. admitimos a ocorrência de um número que seja 
somente múltiplo de 2 (2, 4: 8; 10; 14; 16; 20; 22; 26; 28), somente múltiplo de 3 (3; 
9; 15; 21; 27), e também de um múltiplo simultâneo de 2 e de 3 (6: 12; 18; 24, 30). 


isto é, múltiplo de 6. 
Ora, se representarmos todas essas possibilidades através de diagramas 


somente À somente B 


AeB 
(múltiplo só de 2) (múltiplo só de 3) (múltiplo de 6) 


fica evidente que observar a ocorrência de A au B equivale a observar a 
ocorrência da união dos dois eventos, isto é, do evento AU B 


So 


A ou B 
(múltiplo de 2 ou 3) 
Sendo assim, para calcularmos a probabilidade de ocorrer A ou B, 
lembramos que. 
Nave =Na +Ng Nas 
e dividimos ambos os membros dessa igualdade por ne: 
Dave Da, Po Macs 
NE ne Me Ne 


Obtemos, desse modo, a expressão conhecida como regra da soma de 
probabilidades ou probabilidade da união: 


PIAÚB] =P[A]+P[B] -P[A NB) 


onde lemos que a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento Bé a 
probabilidade de ocorrer A mais a probabiliadade de ocorrer B menos a 
probabilidade de ocorrer A e B. 
No exemplo, temos: 
pray = Ms, PiBj = E = E 
ne 30 ne 30 


5 
e, como A m B = (múltiplo de 6) (nas,e = 5) P[A nm B] = = ls Portanto, a 
E 


probabilidade de que a bola retirada possua um múltiplo de 2 ou de 3 é: 


PjASiB] = ge are 


30 30 30 30 3 


Observação — No caso em que A nm B = %, dizemos que A e B são eventos 


mutuamente exclusivos, isto é se um deles ocorrer, o outro certamente não 
ocorrerá. 


Nesta situação, como na-.a = O, é claro que: 


PIAÚB] =P[AJ+ PIB] 


Como exemplo, consideremos uma lista de 20 diplomatas dos quais 8 se 
encontram no Brasil, 6 em Angola e os demais em outros países; escolhendo um 
dos nomes ao acaso, a probabilidade de ele ser de um diplomata que se acha no 
Brasil (B) ou em Angola (A) é: 
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Em Ss 14 7 
PIB E SE sad a 
Po MsBBISMAls so GD TO 


Pois, evidenlamente, o evento estar no Brasil e o evento estar em Angola são 
mutuamente exclusivos, isto é, AnB=D eP[ANB]= 


Exercicios Resolvidos 


21.1) Numa caixa hã 100 parafusos e 50 porcas, cada uma das peças embalada 
de modo a torná-las ingistinguiveis pelo tato Metade dos parafusos e 
metade das porcas estão enferrujadas. Escolhendo-se uma peça ao acaso, 
qual a probabilidade de se obter uma peça enferrujada ou um parafuso? 


Solução 


PERFEITAS 
PARAFUSOS 


25 REM 
75 150 


O espaço amostral € do experimento retirada de uma peça lem 150 
elementos, islo &, ne = 150 
Consideremos os eventos 
= [ocorrer peça enferrujada) e 
B = (ocorrer um parafuso) 
Vemos, na tabela, que na = 7/5 eng = 100, 


Notando que a peça retirada pode ter as caracteristicas tanto do evento A 
como do evento E, isto é; 


ENFERRUJADAS 


A m B = (ocorrer parafuso enferrujado) 


onde nan e = 50, a probabilidade de ser escolhida uma peça enferrujada ou 
um parafuso é: 
P[A14B]=P[4]J+P[E]-P[Am B]= 
75 4100 50 125 5 


150 150 150 150 6 


Outro mado: 


Podemos, também, resolver o problema utilizando o conceito de 
probabilidade do evento complementar 


esssesronnst—-—-———— ma ——- Unannnnnuovop=e-=--eqcrnrrim- oo 


PERFEITAS | ENFERRUJADAS 
' PARAFUSOS | 


 PORCAS — 


353 


21.2) 


21.3) 


394 


Para tanto, basta entendermos que ocorrer peça enferrujada ou parafuso 
equivale a não ocorrer porca perfeita. 
ASSIM, SE considerarmos o evento 


C = (ocorrer porca perfeita) 
(veja o diagrama) temos nc= 25 e P[C]= —— = 


Logo, a probabilidade procurada & 


PIAUBI=P[E)=1-PIc]=1-1=5 


Numa sala eslão reunidas 12 pessoas, entre elas José e Eustáquio. 
Escolhendo-se, ao acaso, uma comissão de 4 pessoas, qual a probabilidade 
de José ou Eustáquio pertencerem a essa comissão? 


Solução 


O espaço amostral E dessa experiência é o conjunto de todas as comissões 
de q pessoas que podem ser formadas com as 12 participantes da reunião. 
Portanto, 

ne = Ciza 
Considerando o evento A como aquele formado pelas comissões das quais 
José participa, temos 

na= Cs 
pois, fixado Josê, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas 
seguintes. 
Considerando o evento B como aquele formado pelas comissões das quais 
Euslâáguio participa, temos 

na = Cm 
pois. fixado Eustáquio, restam 11 outras pessoas para ocuparem as 3 vagas 
seguintes. 
É evidente que 0 evento À m E é aquele formado pelas comissões às quais 
pertencem, simultaneamente, José e Eustáquio. Fixando ambos, restam 10 
pessoas para ocuparem as outras 2 vagas da comissão, assim, 


Name = Cos 


Logo, a probabilidade de se escolher uma comissão à qual pertecem José 
ou Eustáquio é 
PIA B]=P[IAJ+ PIB]-P[An B]= 


Numa caixa há 30 eligquelas, numeradas de 1 a 30 Retirando-se, 
simullangamente, duas etiquetas, qual a probabilidade de se obter um par 
de numeros primos ou um par de múltiplos de 2? 


Solução 


O espaço amostral E dessa experiência é o total de pares de números 
distintos que podem ser formados com as 30 etiquetas. Portanto, 

ne = Am, 
Seja À o evento formado por todos os pares de números primos Como 
entre 1 a 30 hã 10 números pnmos [2,3,5,7,11%,13, 17:19; 23; 29) 0 total 
de pares possiveis & 

na = Ao 
Seja B o evento formado por todos às pares de múltiplos de 2. Como entre 1 
e 30 hã 15 múltiplos de 2 (2: 4: 6,8, 10; 12: 14,15, 18, 20, 22; 24; 26, 28; 
30), o total de pares aumentados com esses números é 

ne = Àis2 
Devemos agora notar que não existe um par de números que sejam 
simultaneamente primos e múltiplos de 2, pois existe um só número primo 
múltiplo de 2; o próprio 2 Assim, A e B são eventos mutuamente exclusivos, 
istoé, AnB=ZeP[AnB]=0 
Logo, a probabilidade de ocorrer um par de números primos ou múltiplos de 
Zé 

P[A wu B]= PIA] + P[B] = 
Doo Pa 3 7.10 


+ —— 
Ato Pi É 


Exercicios Propostos 


21.4) Numa uma há 200 bolas numeradas de 1 a 200 Relirando-se, ao acaso, 
uma bola qual a probabilidade de se obter: 
ai múltiplo de 2 ou múltiplo de 5? 
b) múltiplo de ? ou múltiplo de 11? 
c) múltiplo de 23 ou múltiplo de 137 


21.5) Numa uma há 12 bolas brancas, numeradas de 1 a 12. e 18 bolas 
vermelhas, numeradas de 13 a à0, Retirando-se ao ataso uma bola, qual a 
probabilidade de 
a) se obter bolas vermelha ou número impar? 
bj não se obter: bola branca ou número primo? 


21.6) Numa caixa há 60 lâmpadas de 60 W e 100 lampadas de 100 W, todas em 
1 - 
embalagens iguais. Sabe-se que = des de BOW e 7 das de 100 W estão 


queimadas. Escolhendo-se, aq acaso, duas lâmpadas, qual a probabilidade 
de ambas serem de 100 W ou estarem queimadas? 


21.7) Numa reunião do diretório de um partido estão presentes 10 mulheres e 15 
1 dia Ê 
homens. Metade das mulheres e 5 dos homens participaram da fundação 


da partido. Escolhendo-se 3 dessas pessoas ao acaso, qual a probabilidade 
de que as 3 sejam mulheres ou tenham participado da fundação? 
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21.8) 


1.8) 


21.10) 


Febre 


De um baralho de 52 cartas, 2 são sorteadas simultaneamente. Qua! a 
probabilidade de serem: 

a) 2 carlas de copas ou 2 caras vermelhas? 

b) 2 carias de copas ou 2 de ouiros? 

c) 2 cartas de espadas ou 2 ases? 


Sejam A e B dois eventos de um mesrno espaço amostral, de probabilidades 
PIA] = E E PIBI=- e tais que P[ã n B) = - . Calcule as probabilidades 


dos eventos: 
a) AUB 

b) AvÊ 
ES) AMB 
dd) AuBR 


Uma estação meteorológica informa que, para um certo dia, a probalidade 
de chover é 80%, a de “fazer frio" é 65H e a de chover e fazer frio é de 95% 
Determine, para esse dia, a probalidade de: 

a) chover ou fazer frio 

b) não chover e não fazer frio 

c)chover e não fazer fro 

d) não chover e fazer frio 


Capitulo 
Produto de 


22 probabilidades 


22.1 - EXEMPLOS INICIAIS 


Vamos, agora, considerar experimentos aleatórios cuja realização se 
desenvolve em etapas, como por exemplo: 


Expenmento 7: lançar um dado e, em seguida, uma moeda. observando o número 
e a figura obtida nas faces superiores. Temos: 


primeira etapa: lançar o dado 
segunda etapa: lançar a moeda 


O espaço amostra! dessa experiência é 
E=((1:C) (1: K) (2: C)(2; Rj (3; C) (3 K); 
(4; C): (4; K); (5, C): (5: K): (6, C); (6; 18) 


onde C=carae K=coroae ne = 12. 


Experimento 2: de uma uma com 3 bolas brancas e 2 vermelhas, retirar duas 
bolas, uma após a outra, sem reposição da primeira bola retirada, observando a 
cor de cada uma delas. Temos: 


primeira etapa: retirar a primeira bola 
segunda etapa: retirar a segunda bola 


O número de elementos do espaço amostral E dessa experiência pode ser 
obtido com auxilio do do Principio Fundamental da Contagem: na retirada da 
primeira bola, temos 5 possibilidades; na segunda, como não há reposição da bola 
retirada anteriormente, temos 4 possibilidades. Assim, ne = 5-4 = 20. 

De fato, representado por B1, B>, Bs as bolas brancas e por Vi e V2 as 
vermelhas, o diagrama de árvore da página seguinte fornece todos os resultados 
possiveis: 


397 


2a RETIRADA 


DU corona TA ! 

Bo eg | (B,:B9) 1 

RE 8. À (8:89 | 

Ed Va ERES: À (B,;V,) 

Fá Vo ———————— o E | 
Na d B, = t 21 E (18 
SA ss AEE | (B2:B5) 1% 
E A PRE, | (Bai Vs) É 
ae i Vz ; | (Bo: Vo) 1 

N : i 
B, g | (B5:/B) 1g 
y Rcapntes (ê as Bo EEE À (Bs; Bo) y 
É ae MM a | (Bg;V)) Io 
A Vo : (Ba; Vo) B 
B, | (V,:B,) E 
É” no v<c B E (V,:B9) 1 É 
O da B; : D(V45V3) is 

N o = q Mv! 

Cad dA 

Ma ns a | (esa) 

Bs i 1 (Vo: Ba) | 

1 Va Ea (V2: Vá) 

25 RETIRADA 


É claro que, estando os espaços amostrais construídos, podemos calcular 
pela definição as probabilidades de quaisquer eventos dessas experiências. Assim, 
considerando: 

e no experimento 1 o evento À: ocorrer maior que 4 e cara, temos: 


A = (5; c): (6; c)) 


na=2e, portanto, P[A] =DA - EA 
ne 12 6 
* no experimento 2 0 evento A: ocorre duas bolas brancas, temos: 
A = (Bi; B2); (B1: Ba); (Bz; Bs); (Bz; Ba); (Bs; B1): (Ba; Bo) 
n 6 3 


na=6e, portanto P[AJ= L=— =— 
É E A qe "20770 


No entanto, é possivel chegar a tais resultados sem que os espaços 
amostrais sejam construídos, utilizando apenas as etapas que completam o 
experimento. 
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22.2 - PROBABILIDADE CONDICIONAL 
Exemplo 


Consideremos o seguinte experimento. Em uma escola há alunos 
brasileiros e alemães, dos quais alguns falam somente a sua lingua de origem, 
enquanto outros falam português e alemão O quadro abaixo dá a distribuição dos 
alunos conforme essas qualificações 


— [52 falam só portugues 
brasileiros 2 . 
[38 falam só as duas líguas 


: [43 só falam alemão 
alemães . 
(87 falam as duas linguas 


O experimento consiste em sortear um estudante 

O espaço amostral E constitui-se de 220 elementos que são todos os 
estudantes: ne = 220 

Fixemos dois eventos: 

À. o estudante sorteado fala as duas liguas 

B: o estudante sorteado é alemão 

O evento À é formado pelos 38 brasileiros que falam as duas lingua 
juntamente com os 87 alemães também bilíngues: na = 125 

O evento B é formado por todos os alunos alemães: ng = 130. 


Assim, 
p(AJ= De = 1 1 56,8% 
220 
PL JE 591% 
E 


A figura seguinte ilustra a situação esquematicamente. Note que um evento 
não exclui o outro, ou seja, À n Bz 9. A interseção dos dois eventos é constituida 
pelos resultados em que o estudante sorteado fala as duas linguas e é alemão. 
Calculemos também a probabilidade deste evento. Temos: na - s= 87, 


E 
A 


donde 


Nanp 87 
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Fixemos agora um terceiro evento, que de certa forma relaciona os dois 
anteriores: 

C ocorre no sorteio um estudante alemão, sabendo que o estudante 

sorteado fala as duas linguas 
ou, em outras palavras: 

C: ocorre o evento B, supondo que já ocorreu o evento À 

Indicaremos este novo evento pela notação C — B/A, que pode ser lida “C é 
o evento B condicionado à ocorrência de A” 

Calculemos a probabilidade deste evento. 

O fato de estarmos supondo que jã ocoreu A altera o conjunto dos 
resultados possiveis. De fato, já não tem sentido incluir no espaço amostral um 
resultado em que o estudante só fale português ou só fale alemão. Devemos 
portanto restringir o espaço amostra! àqueles resultados em que o estudante 
sorteado fala as duas liguas Mas isto corresponde exatamente a considerar o 
própio conjunto À como sendo o novo espaço amostral E:: 


nes = na = 125 
Assim, passam a nos interessar somente os resultados do evento B que 


estejam no conjunto A Em outras palavras só nos interessam os elementos do 
conjunto A » B Portanto, 


PIC) = pjB/Aj = Pace = 8? 69,6% 
n 125 


A 


Da mesma forma, podemos considerar o evento: 


D: ocorrer no sorteio um estudante que fala as duas línguas, sabendo que 
o estudante sorteado é alemão 


Neste caso, D = A/B, isto é, “D é o evento A condicionado à ocorrência de 
B'. No cálculo da probabilidade deste evento, o novo espaço amostral Ez a ser 
considerado é o próprio conjunto B e temos: 
n 87 
P[D)=P[A/B]J= 208 = — =669% 
na 130 
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Definição 


Sejam A e B dois eventos (A * 5) do mesmo espaço amostral E. Chama- 
se probabilidade de B condicionada a À e se indica por FÍB/A] o número dado 
por 


PIB/A)= Táne 
n 


à 


Exemplos 

1) No experimento considerado, onde um estudante é sorteado, considere 
0& eventos: 

A: sortear um estudante brasileiro 

B: sortear um estudante que fala alemão. 

Vamos calcular P(A). P[B]. P[Am BJ, PIA/B] e P [B/A]. Temos. 

ne= 220 

na = número de brasilgiros = 90 

na = número de brasileiros que falam alemão mais o número de alemães = 

=38+ 130 =158 
nas = número de brasileiros que falam alemão = 38 


Assim, pjaj= PA = 90 4 40,9% 
ne 220 
1 
pinj= fe Casa gos 
ne 220 
pangj=laa 28 2173% 
Ne 220 
n 168 
PLA4B]) = 208 = -—— = 22,6 % 
dade na 168 É 
praia] = Pace SB 4 422% 
Pa S0 


2) No experimento que se constitui do lançamento de um dado e uma 
moeda, sejam os eventos: 

A: ocorre no dado um número maior que 1 

B: ocorre um número impar no dado e cara na moeda 

Calculemos: P[A], PFB], Pjá mn BJ, P[4/B]) e P[B/4]. 

Temos ne=12e 

A = (2,0); (2%) (3.0) (3 ky (a, Cc) (dk); 


(5: ce); (5: kJ; (6: ch (6; 0) tna = 10) 
B=((1, e) (3.ex (5. c)) fne = 3) 
Am B=(3, ck ls ch ina-B= 2) 
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n nO 5 
Assim. PIAJ= L=— => 
E Tm 
pibj= o 
na 12 4 

PIA nB]= os a De! 

E de 
prA/B) = Pace = 2 
Na 3 

n ê 1 

PIBA]= AB = — =— 

dido A 10 5 


22.3 - PROBABILIDADE DA INTERSEÇÃO 


OD conceito da probabilidade condicional examinado no item anterior, 
encontra sua mais importante aplicação no cálculo da probabilidade da Interseção 
de dois (ou mais) eventos Basta considerar a dedução seguinte, onde À e E são 
eventos quiasquer (À É [&) de um mesmo espaço amostral E. Temos; 


[Mara ] 
PJAnEB 
P[B/A] = ER a 
Na | na) P(A] 
donde 
P[IAmB] = PAL PIB'A] 
Exemplo 


De uma urma 13 bolas brancas e 7 vermelhas são retiradas duas bolas 
sucessivamente, sem reposição da primeira. Calculemos a probabilidade de q 
resultado ser formado por duas bolas brancas, Fara isso, consideremos dois 
eventos: 

A. sair bola branca na 1º retirada 

E: sair bola branca na 2º retirada 

É claro que desejamos cacular PIAm BJ, o que se faz com fórmula acima. 
13 
20 

Para obter P[B/A], imaginemos que já foi relrada a t* bola e que ela É 
branca e calculêmos à probabilidade de sair também branca a 2º bola, Ora, nesse 
caso a urna passa a conter 12 bolas brancas e 7 vermelhas e temos: 


Temos, imediatamente, P[& = 


Assim, PIA” BJ = P[A]- PIABJ= >. EE” 
20 19 
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| Se desejarmos a probabilidade de ser sorigada bola vermelha na 1º 
retirada e bola branca na 2º retirada, teremos: 


1º retirada A =sairbola vermelha 
[13 brancas 


urna: « 
| 7 vermelhas 


P(A] - 


2º retirada B=sair bola branca 


[13 brancas 
urna; 4 
| 6 vermelhas 


13 
P[B/A ss 


Ed 
Portania, PIA m B] = P[A] - P[B/A] =— AB = 230% 
20 19 


Eventos em etapas 


O problema de calcular a probabilidade da interseção de eventos aparece 
trequentemente quanda a realização do experimento se desenvolve em etapas. 
Cada elapa é por si só um experência aleatória. A probabilidade de um evento 
pode ser calculada multiplicando-se as probabilidades dos eventos parciais que 
constituem cada etapa. O Unico cuidado a tomar é calcular à probabilidade de cada 
evento parcial supondo que os anteriores já ocomeram, isto &, calcular suas 
prababilidades condicionais. 


Exemplos 


a) De um baralho são retiradas, sucessivamente, duas canas, sem 
reposição da primeira. À probabilidade de ocorrer duas cartas de espadas pode 
ser calculada assim: 


1º retirada As sair cara de espadas 


13 espadas 


baralho: : 
39 outros naipes 


7 E 
Ases 


2" retirada Bs sair carta de espadas 


ais: Da espadas | 
39 outros naipes 
12 4 
À | e do 
La o 
1 4 1 
PIA BJ= PIA]: P(B/AL= 5: == 
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bj No exemplo anterior, retiram-se sucessivamente 5 cartas, sem reposição. 
A probabilidade de ocorrer nas duas primeiras retiradas cartas de ouros e, nas 
três últimas, cartas de copas, pode ser calculada assim: 


13 ouros 12 ouros 41 ouros 114 ouros 11 ouros 


Baralho | 13 copas 13 copas 13 copas 12 copas 11 copas 
26 oulros 26 outros 26 outros 26 outros 26 outras 


Evento sair ouros | sair ouros sair copas 


do 4.45 212 13 “2 


A probabilidade pedida é 


1 fá dy Tá 91 
P = “P2' Ps: p= — — 20,00% 
RR DME a RD a O 
Note que, em cada retirada (a partir da 2?) à probabilidade que caleulamos & 
condicional, pois ao considerarmos o baralho modificado, estamos automaticamente 
Supondo que os eventos de etapas anteriores já ocorreram. 


Exercícios Resolvidos 


22 1) Numa caixa hã 10 parafusos, 4 dos quais enferrujados. Retirando-se, ao 
acaso, dois parafusos com reposição, qual a probabilidade do primeiro estar 
enferrujado e o segundo não? 


Solução 


Na primeira retirada, temos o evento 


d4 = (parafuso enferrujado), onde nan = 4; à probabilidade desse evento é 


grs 4 2 
1 — —— O — 
10 5 
Na segunda retirada, como houve reposição, temos novamente 10 
parafusos. O evento dessa retirada é Az = (parafuso não enferrujado), onde 


E 6 3 
na = & Sua probabilidade é pp= — =>. 
p pz 10” 5 
À probabilidade de ocorrerem Aj e À> é, então 
23 5 
P E pi pz= — + — =— 
à 5 25 


22 2) Um edifício tem 12 andares e 3 apartamentos por andar Uma pessoa quer 
encontrar um parente que mora nesse edifício mas não sabe o andar nem o 
apariamenlo que deve procurar. Se ele escolher ao acaso um andar e, 
nesse andar um apartamento, qual a probabilidade de acertar o lbcal 
desejado? 
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22.3) 


Solução 


Temos duas etapas: escolher o andar e, em seguida, um aprtamento. 
Na primeira temos o evento 


Ai = (andar cerio), 
cuja probabilidade é p; = 5 - 
Na segunda, temos o evento 
Az = (apariamento certo), 
cuja probabilidade é pz = 5 


Portanto, à probabilidade de ocorrerem As e Ag é 


De um grupo de 10 homens e 15 mulheres escolhemos, ao acaso, duas 
pessoas, uma após a outra. Qual a probabilidade de 

a) a primeira ser mulher e a segunda homem? 

b) que as duas sejam mulheres? 


Solução 


Nos dois casos, quando da primeira escolha, temos 25 pessoas disponiveis, 
já para a segunda, dispomos de 24. 


: 15 3 
a) A probabilidade do evento A, = fa primeira é mulher) é ps = 35 m = 
Supondo que a primeira é mulher, entre as 24 restantes temos ainda 10 
homens. 
Portanto, a probabilidade do evento Az = (a segunda é homem) & 
pz 1a = Ss 
“od 42" 


Logo, a probabilidade de Ay e Az é 
P = p1 pz = 3. 
de 
bj) 4 ocorrência de duas mulheres se compõem dos eventos 
Aq = ja primeira é mulher), 
: 3 
cuja a probabilidade é p1 = E e 


As = ja segunda é mulher) 
Supondo que a primeira seja mulher, entre as 24 restantes temos agora 


14 7 
14 mulheres. Portanto, pa = a 
Logo a probabilidade de Aj e As é 
Seas ipa Bon OL agf 
PM o DO 
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d2.4) 


De um trabalho de 52 cartas são retiradas, sem reposição, 3 cartas. 
Determine a probabilidade de se obler: 

a) 3 ases 

bj 3 cartas de ouros 


Solução 


a) 


B) 


7º retirada: temos 4 ases em 52 cartas: a probabilidade de se obter um 
44 
52 13: 
2? retirada. supondo que a primeira carta obtida foi um ás, como não há 
reposição temos 3 ases em 51 cartas. À probabildade de se obter um 
segundo asé p > , 
2 — = — 

o1 17 
3* retirada: supondo que as duas primeiras cartas obtidas [oram ases, 
temos 2 deles em 50 cartas. A probabilidade de se obter q terceiro às é 


às é pis 


e 
50 25 
Logo, a probabilidade de se obter 3 ases é 


P = - pr: ie lo L 
PPP qa q 25 “5H 


com raciocinio análogo ao item a, tendo inicialmente 13 cartas de ouros, 
ESCTRVEMOS. 


fº cara de ouros: probabilidade ps = da = a 
52 4 
a ' e 12 4 
2º cara de ouros: probabilidade pz= — = — 
1 17 
3º carta de ouros: probabilidade ps = = 


Logo, probabilidade de serem cbtidas 3 cartas de ouros é 
1 4/11 71 


4 17 50 B50 


22.5) Numa uma hã & bolas azuis, 5 amarelas e 7? vermelhas. Retirando-se, ao 
acaso. duas bolas, com reposição, qual a probabilidade de resultarem as 
duas da mesma cor? 
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Solução 


Como à enunciado não especifica à cor, podemos ter a ocorrência de duas 
bolas azuis (evento A) ou duas amarelas (evento B) ou duas vermelhas 
(evento C). 

E evidente que A, Be C são eventos mutuamente exclusivos; portanto, a 
probabilidade pedida será 


P=P[AJ+P[BJ+PIC] 


Temos, então, notando que hã reposição da primeira: 
1º) Para duas bolas azuis (A) 


* probabilidade da primeira ser azul: pi = ps 
20 & 
- probabilidade da segunda ser azul: pa= ns = 2 
20 5 
22 4 
Logo, P[A])=pi:pzrz >.— =-— 
go, PIA] =p: p EE E 


2º) Para duas bolas amarelas (B) 
1 
* probabilidade da primeira ser amarela: pa = = si 
so co | 
* probabilidade da segunda ser amarela: pa = 50 A 


Logo, PiSj=ps-pa= Als 


3º) Para duas bolas vermelhas (C) 


ea ] E 7 
= probabilidade da primeira ser vermelha: ps = 20. 


7 
» probabilidade da segunda ser vermelha: pa e 


É ro ab 
20 20 400 


Finalmente, a probabilidade de que as duas bolas sejam da mesma cor &: 


p=paj+pj+rig= 40, 1,48. . 


25 16 400 200 


Exercicios Propostos 


22.6) Lançando-se um dado e uma moeda, qual a probabilidade de se obter 


22.7) 


22.8) 


numero primo e coroa? 


Numa urna há 4 bolas pretas, 3 brancas e É vermelhas Retirando-se ao 
acaso duas bolas, com reposição, qual a probabilidade de resultarem: 

a) a primeira branca e a segunda vermelha? 

bj a primeira preta e a segunda não preta? 

c) duas vermelhas? 


Numa estante há 20 livros, 6 dos quais faltando páginas. Escolhendo-se ao 
acaso, sem reposição, dois livros, qual à probabilidade de ocorrerem: 

a) um livro perfeito = um defeituoso” 

bi dois livros perfeito? 

23 dois livros defeiluosos? 
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22.9) Num edificio de 12 andares, com 14 apartamentos por andar, existem 5 
andares com 3 apartamentos desocupados cada. Todo o resto do edificio 
estã ocupado. Escolhendo-se ao acaso um andar, e nele um aparamento, 
qual a probabilidade de se chegar a um apartamento desocupado? 


22.10) Lançando-se um dado 3 vezes, qual a probabilidade de ocorrer número 
menor que 5 nas à vezes”? 


22 11)De um grupo de 18 estudantes, 6 fazem Engenharia, 6 Medicina e 6 
Economia. Escolhendo-se, um após o outro, 3 esludantes, qual a 
probabilidade de' 

a) todos fazerem Medicina? 
b) o primeiro fazer medicina e os outros dois Engenharia”? 
e) o primeiro fazer Medicina, o segundo Engenharia e » terceiro Economia? 


22.12)De um baralho de 28 cartas (os 4 naipes, com cartas do às ao f) são 
reliradas, com reposição, 4 cartas. Qual a probabilidade de se obler. 
a) 4 cartas de paus? 
bj 4 cartas vermelhas? 
c)ás. 5. 68e 7 nessa ordem? 


22.13) Um volante de Interia esportiva é preenchida com 2 palpites duplos, 3 triplos 
e os B restantes simples. Considerando-se apenas O acaso, qual a 
probabilidade de se acertar os 13 jogos ? 


22.14] Um volante de loteria esportiva é preenchido com 2 palpites triplos. quatro 
duplos e quatro simples preenchidos pela iógica. Os lrês restanles, bem 
como os duplos, são preenchidos ao acaso. Se ocorrer a lógica, qual a 
probabilidade de se fazer 13 pontos? 


d2.15) Numa sala há duas urnas. Na primeira há 6 bolas brancas e 4 pretas, na 
outra a 5 brancas, 3 pretas e 4 vermelhas, Escolhe-se uma urna ao acaso E 
dela retira-se, ao acaso, uma bola. Qual a probabilidade dessa bola ser 
branca? 


22.168) Numa uma hã 6 bolas brancas, 4 pretas e 5 vermelhas. Retirando-se, ao 
acaso, sem reposição, 3 bolas, qual a probabilidade de lodas terem a 
mesma cor” 


22. 1*)Hã 18 bolas em uma urna, sendo 9 vermelhas e 9 amarelas Uma pessoa 
retira uma bola aú acaso, e a esconde. Para adivinhar a cor da bola retirada, 
utilize à seguinte eslratégia, sorteio uma segunda bola entre as 17 que 
restaram na uma; se é vermelha, digo que a primeira bola retirada é 
amarela; se é amarela, digo que a pnmeira é vermelha, Qual à minha 
probabilidade de acertar ? 


22.18) Numa caixa há 4 urnas iguais. Na primeira urma há 4 anéis de brilhantes E 2 
de vidro; na segunda há 5 anéis de brilhante e 1 de vidro: na terceira há à 
anéis de brilhante e 3 de vidro; na quarta há 2 de brilhante e 4 de vidro. 
Escolhe-se uma uma aq acaso e dela retira-se um anel Qual a 
probabilidade dele ser de brilhante? 
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Capitulo 


Distribuição 
23 binomial 


23.1 INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos considerar exclusivamente as situações em que um 
determinado experimento aleatório é repetido n vezes, sempre em idênticas 
condições, de maneira que em cada vez que tal experimento é realizado, a 
probabilidade de ocorrer um evento A é sempre a mesma. Situação como: 


- lançar uma moeda 6 vezes e, a cada lançamento, observar a face superior. 


Temos n=6e, por exemplo, a probabilidade de ocorrer o evento A = fcara) 


é, em cada vez, P[A]= 5 


- lançar um o dado 7 vezes e, a cada lançamento, observar a face superior. 


Temos n = 7 e por exemplo, a probabilidade de ocorrer o eventc 


A = (número maior que 2) é, em cada vez, P[A] = ã = É . 


- numa prova com 10 testes (5 alternativas cada, uma só correta), um aluno 
“chuta” todos (isto é, assinala ao acaso uma altemativa, e observa-se acertou ou 
errou cada teste. 

1 
E 

O problema que aqui nos propomos resolver é o de calcular a probabilidade 

de ocorrer o evento A em k das n vezes que o experimento se repete (k sn). 


Para isso, vamos partir da solução de um exemplo: 


Temos n = 10 e, cada “chute”, a probabilidade de acertar (A) é PIA] = 


Analisando seus antecedentes genéticos, um casal descobre que a 
7 
probabilidade de ter um filho de olhos verdes é E Supondo que esse casa! 


pretenda ter 5 filhos, qual a probabilidade de três deles terem olhos verdes? 


Vemos que, das n = 5 vezes que o fato ter um filho deve se repetir, o evento 
A = (filho de olhos verdes) 


deve ocorrer três vezes (k = 3). Portanto, devemos supor que nas outras duas 
vezes não ocorra filho de olhos verdes, o que representa o evento complementar 
de À. 


369 


Para o nascimenta de cada filho, temos: 


PIA] = Ee P[A]=1-P[AJ=5 


vamos, inicialmente, calcular a probabilidade de que os lrês primeiros filhos 
tenham olhos verdes. Isso corresponde à ocorrência dos eventos sucessivos: 


primeiro filho de olhos verdes (A) 
segundo filho de olhos verdes (À) 
terceiro filho de ohos verdes (A) 


quarto filho de ohos não verdes (A) 


quinto filho de olhos não verdes (A) 


Pela regra do produto de probabilidades 


o uai — = 


probabilidades: 


temos que a probabilidade V dos três primeiros terem olhos verdes é 
3 
= = — q 
v=P[AJ- PIA] PIA]: PLA): P[A]= PAP: PIA 2 (5) (5) 


Ne entanto, como o problema não especifica em que ordem devem ocorrer 
os tipos de olhos verdes temos vários outros modos de considerar a gistrbuição 
desses três entre as cinco filhos. Eis alguns deles; 


1º 29 go 4º 


Notemos que. para cada um desses modos, temos probabilidade de ocorrer 
três filhos de alhos verdes; e ela é sempre igual à probabilidade V dos três 
primeiros terem olhos verdes: 


tan AT (6) (6) 


ERA 


Sendo assim, a probabilidade P de ocorrerem três filhos de olhos verdes 
(em qualquer ordem) é igual ao produto de V pelo total de maneiras possiveis de 
se distribuir o evento À em 3 das 5 posições. 

Ora, sabemos que o número de modos de se escolher 3 das 5 posições é 


dado por Cs3 = 5) Portanlo, temos finglmente: 
P=Css ve (2) PAP. P[A) 
(3) 
DU seja, 
À + 
pa SMIVÍINÇAAS 9405 
lallajle, 15384 


Do | =4 
vm 


Resolvido o exemplo proposto, onde tinhamos n = 5. k=3, F[A] = 


PIA] = — . observemos que a probabilidade obtida 


"= (55) (5) 


P- (7) PIA -PIAr* 


q] 
E 
pode ser escrita 


Percebemos, então, que esta expressão corresponde a um dos termos do 
desenvolvimento do Binômia de Newton 


(x + ap 
onde a = PIAJ e x = PLA ]. devendo-se a esse fato a denominação distribuição 


binomiai de probabilidades. 
Vamos, então, ao enunciado e resolução do caso geral. 


23.2 - EXPRESSÃO DA DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL 


Se, em cada uma das n tentativas de um experimento aleatório, a 
probabilidade de sucesso de um evento A é P[A], então a probabilidade de que A 
ccorra em k das tentativas (k s n) é 


p= (1) PLAT PILAR 


Demonstração 


Como o evento À deve ler sucesso em k das n vezes, nas no -— k vezes 
restantes não deve ocorrer À Ou seja, deve ocorrer o evento complementar de A, 
cuja probabilidade é 

P[AJ=1-PI[A] 
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Suponhamos que À ocorra nas k primeiras tentativas, ou seja, calculemos à 
probabilidade dos eventos sucessivos 


ocorrer & na primeira tentativa 
ocorrer À na segunda tentativa 


ocorrer à na k-ésima tentativa 
não ocorrer À na k +  ésima tentativa 


não ocorre À na n-esima tentativa 


Pela regra do produto da probabilidades 


Ei 2a aa 
e soe o se 


—— oo o ii e io o ooo a im 


temos que a probabilidade R de ocorrer A nas k primeiras tentativas é 
R = PIAJ-PIAJ-PLAJ.P(A]-PIAJ.PIA] 


KVEZES ni-kvezes 


ou seja, R=PIAJ* P(A, 


No entanto, À não deve ocorrer necessariamente nas k primeiras 
tentativas, mas em quaisquer k das n posições possiveis. 

Para cada uma das distribuições de À e À temos uma probabilidade igual 
a R. pois os números de vezes que devem ocorrer A e A é sempre ken-—k, 
respectivamente. Portanto, a probabilidade P de ocorrar k vezes A é igual ao 
produto de R pelo total de maneiras de se distribuir o evento À em k das n 
posições. 


Como esse total é dado pelo número de combinações de n elementos 
/ 


tomados k a k. isto & Cons E E). vem finalmente 


P=CaroR 
ou seja, 


p= [era pia" 
(K) 


Exercicios Resolvidos 


23.1) Lançando-se uma moeda 6 vezes, qual a probabiliadade de ocorrer 4 vezes 
cara”? 
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Solução 


Temosn=fBek=4 
Em cada lançamento, a probabilidade de sucesso do evento A = (cara) é 


1 as, 
P[A| = 2: Consequentemente, a probabilidade de não ocorrer cara é 
— 1 1 
PR[Aj=1- == —. 
2 2 


Logo. a probabilidade de ocorrer d vezes cara é 
6 6 4 z 
P = rias «P[AP = (a 
4 442 2 84 
23.2) Num exame de 10 testes (5 alternativas cada, uma só correta), um aluno 
“chuta” os 10 testes. Qual a probabilidade dele acertar a metade? (Escreva 
a resposta em porcentagem.) 
Solução 
Temosn=z10ek=5, 


à probabilidade de aceriar um teste & P/Ãã] = e a de não acertar é 


é! 

5 
02 RE « 

P[A]J=1-P[IA]= 5: 

Logo a probabilidade de acertar a metade deles & 


E “5 
1 — 1 
p= [pray pagos = [10] (2) [2] = 00254, 
5 5 15 5) 
Portanto 2,64%. 
233) Lançando-se um dado 5 vezes, qual a probabilidade de ocorrer o número 6 
no minimo 3 vezes? 
Solução 


Temos n=5e, a cada lançamento, a probabilidade de ocorrer o evento 
A = 46) 
1 


om | 


e P[A]j= — , eade não ocorrero número Gé PfÃj=1-— PIA] = 


D| 


Como queremos a probabilidade de sucesso de À no minimo 3 vezes, 
devernos considerar a ocorrência do número 6 exatamente 3 vezes, ou 4 
veres ou 5 vezes: 


1º) probabilidade de ocorrer À 3 vezes [K = 3): 


(6) (E) 10x5? 
P4 = — - | = 5 
aJl6! À6 6 


ais 


2º Probabilidade de ocorrer À 4 vezes [k= 4): 
5 4 1 2 
P, = ane Ei — 
4116 (5) 5 
3º) Probabilidade de ocorrer À 5 vezes (k = 5] 
p «(5 À E CT 
* (5) 6 é] 6º 
Logo. a probabilidade de ocorrer à no minimo 3 vezes é 


10x5º 5º 4 23 
did ad a RE SS TS 


Exercicios Proposios 


23.4) 


23.5) 


23.6) 


3.7) 


23.8) 


24,0) 


Lançando-se uma moeda 10 vezes, determine a probabilidade de ocorrer: 
a) cára na 8º vez 

bj cara na &º vez, sabendo que nas 7? primeiras jogadas ocorrem cara 

C) 3d vezes cara 


Supondo que um casal pretendia ter 4 filhos, e que não haja nascimento de 
gêmeos, qual a probabilidade de 2 dos 4 filhos do sexo feminino? 


Lançando-se um dado & vezes, qual a probabilidade de ocorrer 
a) 4 vezes q número 197 

bj 2 vezes número primo? 

£) 5 vezes número menor que 3? 

d) nenhuma vez número menor que 3? 


E pai 
Um casal sabe a probabilidade dele ter um filho de cabelo pretos É qe 


Supondo que o casal pretendia ter 4 filhos, qual a probabilidade dele ter no 
máximo dois filhos de cabelos pretos? 


Urmma prova consta de TO testes (com 4 alternativas cada, uma só correta) 
Um estudante “chuta” os 10 testes. Qual à probabilidade dele acertar no 
minimo 7 testes? 


Numa caixa de controle hã 10 interruptores, cada um comandando um 
circuito eletrico. Cada circuito tem probabilidade de 20% de queimar ao ser 
acionado. Acionando os 10 interruptores, qual a probabilidade de no máximo 
dois circuitos resultarem em queimados? 


23.10) Numa sala de espetáculos há 26 lugares mas todos os dias são vendidos 30 
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ingressos. Em cada dia, a probabilidade de cada pessoa (que adqure 
ingresso), não comparecer à função & 10%. Qual a probabilidade de, num 
certo dia, a sala ficar com superlotação (mais que 26 pessoas)? 


Exercícios Suplementares 


VIL1 


VI? 


VII.3 


VII.4 


VILS 


VH.6) 


Uma uma contém 10 bolas, indiscerníveis ao tato, numeradas de 0 a 3. 
Retira-se uma bola ao ataso. Quais são as probabilidades para que a bola 
retirada porte um número divisível por 2; por 3; por 8? 

Duas urnas À e B, semelhantes à uma do parágrafo anterior, são colocadas 
lado à lado, retira-se uma bola de À e depois uma bola de B, e forma-se o 
número cujo algarismo das dezenas é o número tirado de À e o algarismo 
das unidades, O número tirado de B. Qual a probabilidade para que assim q 
número chtido seja divisivel por 3? 


Uma urna contém n bolas, numeradas de 1 a n, Extrai-se uma bola. Qual a 
probabilidade para O número dela desenhado: 

a) seja divisivel por & ou por 9 

b) seja divislvel por Be por 9 

Caso particular; n = 100 


Quatros à, EB, C€ e D contem, cada uma, cinco bolas idênticas, numeradas de 
1a5. Extrai-se uma bola de cada uma, Qual é a probabilidade P, para que 3 
seja Q maior extraído? 


Seja equação do 2º grau: 
xº+px+eg=0 (1) 


Os coefitientes p e q são determinados, respectivamente, por duas jogadas 
sucessivas de um dado perfeito, cujas faces são numeradas de 1 a 6. 
Determine as probabilidades dos eventos: 

a) a equação (1) admite raizes reais distintas 

b) à equação [1) admite uma raiz dupla 

c) a equação (1) não admites raizes reais 


Uma uma contém n bolas brancas, n + 2 bolas pretas e á bolas verdes (n > £., 
Um jogador tira uma bola ao acaso (cada bola tem a mesma probabilidade 
de ser tirada): 

1º) Se ela é branca, ele ganha 

é") Se ela é preta, ele perde 

3” Se ele é verde, ele retira outra bola ao acaso (sem repor a verde): ele 
ganha se esta é branca; se não, ele perde 

Qual é, em função de n, a probabilidade P, para que o jogador ganhe? 


Dispomos de três dados A, Be € não viciado. 

O dado A porta uma face de número 3, sobre três faces O numero 4 e sobre 
duas faces q numero 5. 

O dado B porta sobre duas faces O número d e sobre quatro faces o número 
FA 

O dado C porta sobre cinco façes O número 4 e sobre uma face 0 número 2 
Lançam-se simultaneamente os três dados. Qual é a probabilidade para se 
obter: 

a) três número iguais; 

) O conjunto de números: (2; 4: 5); 

c) três números cuja a soma é S e tal que 5 > 12. 


ias 


VIL.7) Numa loteria de 6 números, designa-se por Px a probabilidade de se tirar 0 
número k (Is k = 6). 
Supõe-se py=py=ps=ae py=psa=pezb 
Pratica-se uma única tiragem e designa-se com À o evento “o número tirado 
& maior ou igual a 4”, seja P(A) a probabilidade de A. 
5 


Delermine a e b para que P(â) = TÊ 


376 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capitulo 1 


1.4) 


1.5) 
15) 
1.7) 


18) 


1.9) 


1.10) 


141) 


115) 


aj m.n. 
bj) az = 407, amz = 850, ain = 517, am * 1000 


1x6 ou 2x3 ou 3x2 Ou 6x1. 


nº-n 

12 

PEA 

5 ? 

5 5. 

e q A 

1022 

E 

1 2 80 

4 3 33 

6 10 6 6 

5 9 48 9 

14 
0345 
305 6 a A 

Al A é simétrica 

sia 458 0 7 
5670 

id pod qa de 

2 2 B 

sim 

5 
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1.19) a) b) l Cc) 


é 0 a 9 
E=|0 10 $=[111 O'= 
004 E e 
1.20) 
dis 4 5 6 
5 6 7 
Capitulo 2 
211) a) h) 
ER a E E 
9 16 —1 5 6/1 
ER 1 =E 2 


Ci) y=1i e x=+1 


2.13) aj) 
-24 -24 —2d 
-28 3 -33 
—S9 -30 B 

D) 


2803. 33 

CE MR 17 
4a 70 dB 
ao q 7 


2.14) Seja A = ai. 
mA +pÊp-A=ra]+ fla; [qa] +ifai-var+ fai; 


= [o + Bla] = (o + B) [aj] = (+) A 
2.15) 


»* 

n 
Milo ca 
— 

H 
ENTER o! 
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2.16) 


2.17) 


2.18) 


219) 


220) 


221) 


2.22) 


2.23) 


2.25) 


1 ] 2 
2 - 0 q 
5 3 
x4=|Q a 0 Ae É q 
5 3 
1 2 
0 0 — O O - 
5. k ED 
Se A=f[ai) B=[bije A+B= [ij] então tem-se mi; = à + Di. 


A n n n 

tri + B) = õ y = E (ã; +Dj)= a dj + e DB = IA) + triB) 
i=1 1=1 iz1 i=1 

Se A-[a;] e A!= [bi], então bj = aj 

Sejam vã = [ti] e (014) = [di]. Então 

(0A) = [di] = [tj] = [1420] = clan) = cilbyl = co! 


Como A-B=A+(-1)B, temos 
(A- BJ = (A+ (Bjs At+ (-1)B)!= A+ (-1)B'= AB 


Seja B= A -A! Então 
B'=(A-AjI=A!-(Aj=A-A=-B 
a) 2x d bj) 1x4 c) 27d 
ae, 
AB = É 
5) 16. 
n8= [5 o 
o O 
n)8 =| | 
6 02: 
— 2 2 2 
BA = ã 
4-1 4 —3 
Ng 8 6 -2 
baga) É -5 BA não existe 
10 O -E 
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2.28) 


Ê 
a 
1 
3 


2.37) Caz= 24, Cs 13 


238 xe [29] 
239) x= - 


2.40) 3b=2c =B(a- 0) 


2.42) Se À é involuliva então A? = |, Portanto 
l=80+Ap=72=8"=]=1=0 
Inversamente se U—AJMI+A)=Otem-sel2-A?=0dondeA?=|e portanto 
à é involutiva. 


2.43) Teorema f: Paran= 1 a igualdade é evidente. 
Teorema 2: 


nk 


agi cosu seno) | cos(ko) sentke) 
Hipólese: = 
—seny edi -—sen(k8B) cos(k e). 
Tese: 
+ 


"cos seny 


“| cos(k+10) sentik+t0) 
=seny pt E 


—senfik + 1)0) cost(k + 0) 


"cosu sent]! “| cost senb] [ cosa seno R 

á Es cos dra cost] 
cos(kb) sentk 0). 
po cost e) | 
a “cosucostk!))-sentisentk 8) cosBsen(k0)+ senfcos(kO) | Ia 
E -senbcos(k 6) -cosbsen(k0) -senfsentk e 
“Icostk+18) sentlk+10)|] 
E | -senttk +10) costtk + 1)0)] 


—sent) cosy| 


“| cost seno 
-senu cos 
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2.45) Sejam (ABC =[Olmep AC=lelap & BC = [Eilmp 


2.46) 


2.47) 


248) 


Temas 


n m 
dj = 3 (Om +Dy lOg = > (OO + DC) = 
=1 k-1 


n n 
=> et) kuCy=Cj+ fi 
k=1 kK=1 


donde [dijlem=p = [e;imp + [hylmep 
ou seja, (A +BIG = AC + BE 


Sejam AB = [ci] e BA = [di]. Temos 


n n n Y a fon | 
tHAB)= Do => | 2 Smbul=2 | 2 Prfi |= 
E i=1 4k=1 fo iA Axel a 
n ín N n 
=>, | SO tua =D da = tHBA) 
k=14 1 1 wa 


Teorema 1: (A Ao) = Ab -AS 

Sejam A, =[aj)men € dz =p Sejam também 
AÃa =1Cjlrmep (A ão) = [dilpem Aq = [Enem 
As mi Clem e ASA) (9]pam 


n n 
dj=Cp=>, ay = > Cmt = Bi 
k=1 K=1 

Assim, (AÃo)! = ALAÍ 


Teórema 2: 
Hipótese 


Ass Aa = Ab Al qr GALA 


Tese 
(Agitos o Da = Bla Bh AG ASAS 
Seja AiAção cdr = BH Temos 


t É. 
(A, Aa As A = (BA)! = Apa B' = 
t 
= Aba (A ASA cc Ê) = 
E ii 
= Agar A Ager Aa o 


Teorema 4: A!ta=A!- A? (por definição) 
Teorema 2: 


Hipótese AMra= Ar Aa 
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Tese Als pg= AMT. AO 
Pia = Ale) = Al APS A. (AX. AM) = 
=(A!-AMj- ASS Att! Aa 


2.49) (A-BJ(A+B)=AZ+AB-BA-Bi= 
=AZ+AB-AB-B2=A2-B? 


2.50) a)Se B-=Alentão B!=(AJ=A=AI=B 
b) Se B=Aientão Bl=(AZt=(aji=A=B 
c)S8e C=ABentão C'= (AB) =(BAJI=AB'=AB=C 


2.52) (A! Bl+3Cy= (AB) +(3C)%= (Bj-(AY!+IC!E 
= BA- dc 


2.53) bA-B=B. A=O 
cjSeM;-=-a,r A+b, Be Mi=a A+rb>: B 
então M,- Mz=(aj A +b; Bj (az A +bz- Bj= 
=a, A (az A+b: B)+b:-B-(az A +bo- B)= 
=ajgz A?+abo à B+asb- B-A+bibz- B? 
=aa: À+abo-O+azb,- O+bsb;- B=aÃ+bB 
Ondea-=aja e b= bhbz 


E, : dai 
257) a) | a c) Não existe 
fe = —tgB secb 
E 
259 A=[º 3 
cao dE 
5 5 
E 
010 ; E : 
2.60) a) |1 0 O b) E e) Não existe 
8 2 â 
O 0 1 5 1 
= E caes 
4 4 
2.61) =| 
1-1 
2634) X= 
) E 
4 
264) X= | cos3a] 
[sen3a J 


2.65) 


2.66) 


278) 


279) 


2 80) 


281) 


282) 


XA=-B => (XAjJA! = BAIS X(AA-) = BA 
>xl=Báisx= BA 


ajJX=A1 CH 
bjX= AC — B) 
cjJX= AE! 

dd X=BI-A 

e) X = ATE 


Seja B= 41 
B'= (A = (AM =21=B 


QBQ = O-!(QAQ-)O = (O QIALQT OQ) = 
=1Al=A 


A = A 


PisQi=] > PIPI+Qno=PIa 


> PPIQ+PQ!Q=PQO >0+P=PQ 


d -bl 
4º) Se A HQ, então sendo B = uh ter-se 
sj-c a | 

pie 1[d -blfa bl) 1d[ad-be O 1 
al-c alle d) al o ad-be 
RR a 
= = =: 
ao a| [0 4, 


donde À e inverivele 4! =B 


2” Se A inveriivel então a matriz 


(< bio 
tal que AS! = [, ou seja, 
E b [x dr 0| 
E GIZ w | [O 1] 


ax+bz ay+bw] [1 0] 
cx + dz cy+dw] |O 1| 
lax+bz=1 (1) exrdz=0 (3) 
lay +bw = D(2) cy +dw = 1 (4) 


Façamos (1) - (4) — (2): (3). Resulta 

(ax + bz) (cy + dw) — (ay + bw) (cx + dz) = 1 
donde adaw + beyz — adyz — boxw = 1 

ou ainda fad — bejtv — yz) = 1 

donde a=ad-bc*o. 
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283) SejanX=AI+B/ e Y=a(A+B)-/B Temos 
Av = (a! + Bo) (Apa + BB) = 

(ALA + BA) (A +Br'B= 

(1 + BAJEB-M4A + Bj = 

(1 + BIA) (BIA + B/BF! = 

+ Ba (l+ BA! =] 


Assim, X' = Y, ou seja, 
(A + Bl = a(A + BIB 


2.84) Note em 1º lugarque 1-K e J+K comutam, Então 
BS a ore — RE q RU = DA = 
== Ata RG (UM =) 
E assim 
BB=U*KEPU-I+g = KE= d+ + U-KNI=KE = 
=|: 1=] 
logo, Rº = El e B é ortogonal. 


- e] | o -| 
ab a b 10 
2.85) aAZ+A-2]= - -2 - 
16 cd, cd 2 
[a +bcra-z acred+o E 
ab+bd+b bo+d+d-2 


“lal+tad+2)+a-2 c(ard)+e 
. E (ad+2)+d?4d-2. 
- lalara+a cta+d)+c| 
lbta+d)+b da-g+d 
e 

O 0. 


“[-a+a -e+el 
|-b+b —g+d 


hi 


a | 
Assim, 4º=-a + 2[ Daivem A?+A=21 donde (54 +51] =|, logo 


e 1 7 = 
AT =-A+-1 Portanto, Ale | com E 4 
2 2 2 
b) Sejam X=mnÃA+BileY=oaoA +] elementos de | Temos 
Mr = (un + al) lugã + folj= 
tartsçÃ£ + (enfia + cxa]ajÃ + [fial = 
cauzi=ã + 21) + (ua[io + ca[M)A + [Bapol = 


toafiz + euafa — ueaecadÃ + (fiz + 2002)! = 
va +pl el 
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Capítulo 3 


314) ajtã b) 1 c) sente + [) d) secêu = tgiu + 1 
35) ajS= 55] 
ns= [2.2] 
)S=eR|x= (ke Z) 
dS= xeR|x=Ttc+kr(k e 2) 
36) O=kr keZ 
37) 3/15 b) 6 c) 12 dj 13 ej-32 
3.8) aj1 b) O C) amnazzaa 
39) aj12 b)3 os 
311) a)S=(03) b)S=(-10; 2) 
312) ajS=(xeR|-1<x<7) 
b)8=(xeR|-Gex<-4) 
313) 3) 34 bj256 cz 
3.14) ajabcde bj 
315) a) 18 bj 18 c)0 
3.16) a)2 b)-2 c) 32 d) 59 
3.17) aj3(d-a) b) aj -a5 
3.18) a)=25 b) 16 


3.19) Aplica-se o Teorema de Laplace: 


a a PR 
1 Hz % 1 
dq Ba My 


| | 
do Cod dy Pê an dy a 1 2 
O me do 4 22) dz 
O vos 
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3.20) 


To tw x 
oo mM uW 
x O E 


3.21) Sim 


3.22) SeA=fa) B=[ty) e AB=fe;) coma,=0 e b,=Oparai<j então para 
A 
|<j tem-se lambém c, = > a«'b;=0 pois para 7 sk <) tem-se by = De 
k<1 
para jsk sn lem-se ax = Db. 


3.23) (-1)11 


3.24) det A=(+Ãm + aiâim 


-+ DD 0 . 0 0 
a -t 0... O O 
OD a, -t [D| 
Àn= j = (= 
O DD oO -+ U 
O Do a - 
da A 0 Oo U 
O a tt 0... D 
á às 9 see 0 » 
Am = (=P ? =(-1P aaa, cn 
O 00 OD... + 
D 000 a, 
ASSIM, 
detA=(=t]i=t)N-1+ ajazasãa ans 
detA=(=")t-Noi+(>=1)N*1. avazãa ans 
=(-r+(>1)tlaçazas .. ans 
=(-1)" (r-ajazas:...: an) 
Capítulo 4 
4.8) -4 
atm -3 
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2.8) 


4.9) 


Multiplicando a 1º coluna por a2a4 a 2º* por aja2 e a 3º por asas, 
1 da as ; 1 1 ad;a, 9,;9,ã, a(a,aa| 
1 b, bij=— . —— açajb, aa,b, aa,b,| = 
a,2, aa, dá, 
& Cs a,8,0, dal, dEa€; 
1 1 1 
= ! aa,ã,|jasd,b, aa,b b 
nd. g aa 
aã, da, 28; toda [Had 184ba Sala 
2,8.C, Aajc, aa46; 


Multiplicando a 1º linha por a, 2 2º porfieasº por; obtemos 
2 


Tao By) |m no efiy q + 
16 vaj=|p 2º aty-=|p p2 d= 
Tor ab) ly yº ly di o q 

1 a q 

=|1 0 8º 

Es 


obtemos 


4.10) Multiplicando à 2º linha por bc a 3” porace a 4" por ab, oblemos 


dabe lá a b É 
a0ocb 4 labo O bo? bel 
bc O al ab'clabc ac? 0 a 
cbaad abc ab” ab 0 
O 1 1 1 
“(abejabo|t 0 É do 
acbfcê 1 cê O aí 
DB? dé B 
411) det Ã= O 
d.12) zero 
413) S=R 
x 1º 2x+3 x 4 2x |x 1 3 
417) |y 3 2y+9)=|y 3 2yj+|y 3 0/=0 
2 5 2z+15) |z 5 27) |z & 15 
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4.18) 


abel tos e laboslabos 
=-1 2 -S-|2 4 6-|1 6 H=|0b O 0|=0 
d e ff da flldatf de í 
4.19) —6 
4.20) 20 
4.21) 5=10) 
a 1a a 1a lb 1a a 1bB 
das) ayib-c 1 B=|b1bi-loAb=|b 1 
C- E ci cl la 1 6 Cc 1 


bj Multiplicando a 1º linha pora a 2ºporb a 3 porcea 4" pord, obtemos 


q a a” aiabed a a” a” a!+abed 
16 6 bege 4 bbb? birabed 
16 c2 cIrabal abedlo c? 2? cisabedl 
q O O Sabe d dê dl dº+abcd 
a a <BR a a” a? abcd 
1 bobo bb + |b tê b? abed 
“ abedte cc c c*|” abedlo E abedl | 
"RE e A d dl dê abed 
1 a a? > a a? a 1 
Sp BR ES BA. 
e 68 e led ef do 
RR: DR 
1a a” a!) ha a” a 
ph JBR b|| p? ca e 
oe gel le E go 
fd é ano e 
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4.23) 
j p 

a, pd pg » dg 
np 


n 
det) A)=de 
1=1 


7 [o Me 


-— 


[= 
nt! 
q] 
pari 
e 
[a 
da 
E, 


ma 
— 
- 


: d 

=p*5 detilb, e 
= 

f 


Ba +rb da +bya a 


4.25) det (A + B) = det | 


do tbo, oa +Daa 


o pe O Baal, [Pa Bo | Bial 
E da) Jaz bag] Da 22! ba, Dz 
kb b 
=deta +delB+ 2 Du + no dal danda, a tese. 
az Da] Ibo; ag) 
a) je a db load» 
a d de 
437) a) Er Oba -0 
acbadlacb ada 
caba Hood 
a bo d+el la b cb+c+d+e 
Rh E e+bl ja € a b+c+d+e 
adetb+clladabB+er+d+re 
ae be-d a e b b4+c+d+e 
o Tb é 1 
1 do: 
-altb+c+d+e =0 
DE ds 
ie bad 


4.38) (3º coluna) = (=1): (1º coluna) + (=1] (2º coluna) 


4.39) ayComo cos x = 1-2sen?-2sen* = , resulta que (2º linha) = (1º linha) — 2(3º linha) 


b) (3º linha) = (+? linha) + (2º tinha) 


Ku] 


a+b+2c a b 2a+2b+2c a b 


4 40) Cc b+c+2a b =|I2b+2c+2a b+c+2a b 
[é a c+a+2bl |2c+2a+2b a c+a+2b 
ESB 
1 a b 
=2(a+b+c)|i b+c+2a b - 
1 a c+a+2b 
1 0) b 
=2(a+b+c) |O a+b+c 0 =2(a+b+c) 


0 9) a+b+c 


= = O 0 1 0 0 
441) a) |1 bº b!=|1 b? bib-a)=|1 b2-a? b'(b-a)]= 
1 et qi 6 cosa) |-go=a* Cosa) 


od 


b?-a? b(b- b? 
=[, Cd qp=ajtê=a”* : 
cº-a? cº(c-a) c+a € 
b+2 bp? 
s(b-aj(c-a)| - 
c=bo ep” 
b+a 2 | 


=(b-a)(c-a)(c-b) 


1 c+bl o 


=(b-a)(c-a)(c-b)l(b+a)(c+b)-b?)= 
=(b-a)(c-a)(c-b)(ad + ac + bc) 


tado np o 0 
b)1 b b]=|1 b-a btb-a)= 
1 c ci |fc-ac(c-a) 

[E] 


b-a b(b-a) 
c-a c(c-a) 


=(b-a)(c-a) 


1d. 
1 do. 


=(b-a)(c—a)(c-b) 
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(Ga cat 0 O a-c a -c 
2 a 2.2 

4.42) 1 bb |O O b-d bí-d E 
0 cc 10 c c? 
01d d 01 d a? 


a+c | 
b+d gs 


a+cl 


1 - 
1 bed 


O) 
n— 
D 
I 
O 
mar 
T 
| 
O. 
ao 
So 
O 


=(a-c)(b-d)(b+d-a-c) 


443) Multipligquemos a 1º linha por a, a 2º porbe a 3º por c. O determinante fica 


a(b? + c2) a?b a?c bºse” af a 
E ba  b(ci+a?) bl la) b? ci+a” pb? = 
c'a cb c(a? +b?) e e dra 
O <=De”  <2p A b? 
=|? c.a bp? |=-2h? c+a? p? = 
E Gê qaFapÉ CE GÊ. Gra 
O. €* br 
=-2b? a? Ql=-2(-a2b2c? — a?b2c?) = 4a2b2c? 
oc 0a? 


444) Zero (a 3º coluna é combinação linear das duas primeiras) 
4.45) Zero 

4.47) sen 20º - sen 40º - sen 80º 

4.48) S=(1,-1) 

449) S=(xeR|x<00ul<x<2 oux>7) 


4.50) S=(0;-10) 
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4.51) 


4.52) 


4.53) 


4.54) 


E fr Pl 


S=jxer|S < 
EE 12 


Mukiplcando-se a 1º linha pora, a 2º porb a 3º porcea 4º pordo 
determinante fica 


ala”) ab a?c a2d 
1 ba b(bé+1) bic b'a | 
abed| cla cb ea ca |. 
ga dºh dc d+) 
a*.1 q a? a? 
o BM RA bp? o] ” 
a go Elas aê é 
dê da? [SR 
| 1 À 1 1 
=(92+b2+c2+d2+1) E a E d gi 
[es c +10 E 


1 O Õ 
21400 
Eae Ee =a?+b?+c2+ d+ 1 
e 0 ll 
de dem 4 
6] 
=| a 
-b E» 
se 


=-(a+b+c)|-b -1 0l=-(a+b+c)t-a-b-ci=(a+b+c) 


-2. 1-9 
b+c c+a a-+b 2a+2b+206 c+a ab 
brC C+a a+b||=|2a,+2b,+2c, c+a, a+b|= 
bp +C, C+a, a, +b;) |2a,+2b,+2c, C+a, ao+b, 
t T) 
LA) 


es J-Wos . 


4.55) 


4.56) 


4.57) 
4.62) 


4.63) 


a+b+c c+a a+b Cc c+a 


=2|a+b+c, c+a, a+b,||=2|c, c+a, a+b,|= 


a+D,+C, Cy+a, a, +b, C, Cpta; a, +b, 
E) ED | 
ca a+b cab a bc 
=2jc a a+b|=2I|c a, b||=2la, b, c, 
Cc; a, a,+b, Cc; a, b, a, b, c; 
Ol 
1 1 1 1 G 1 
-1 0 1 t|e— 2 
det A,=|-1 -1 0 1) 2 
1-1 1.14 0|- 1 
1 1 1 1 
1 1+a, 1 1 
1 1 t+a, 1 
1 1 1 o 18, 
aid... an 
Mesmo raciocinio do exercício 4.36 
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tia a? 
rege dna O 
A ca] le-a c-a|€-> 
Mib+a 
=(b—a)(c— a) SE = 
ti: c+a 


=(b-a)(c-a)|(c+a)-(b+a)|= 
=(b-a)(c-a)(c—-b)= 
=(a-b)(b-c)(c—a) 
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a aa á E Se DR 
O MR 
kb a!ib b b 
area ani Pd Mag = 
ab cc as bo oc E 
a b cd aib cd 
b-a b-a b-a PR Pr: e 
=albh-a c-a c-a -=a(b-allb-a:iç-a c-a)= 
b-a c-a d-al b-a'c-a d-a 
- -b 
=mibresan te Er tia Ea 
c-b d-b 
E 1 
=alb- a) (c-b = 
Í Ri | ea aa 
=aib-a)(c-b) (d-c) 
469) à8 
4.70) 12 
ai) (b-ajtc-a(c-b) 
4.72) Como Vixa, Xz, Xã «o Xn) = N (x -—x) então, se V = O, um dos fatores 


Izj<ign 
x — x = 0, logo, existem dois elementos x e x, iguais. Inversamente, se dois 
elementos x & Xp são iguais, a diferença correspondente x — xp = D anula q 
produto, logo V = O. 


473) S=(-2,5,-4) 


474) S=(1,-1,2) 


Capitulo 5 
57) ajnão b) sim 
5.8) delã=i 


59) detta'B!)= detta) - det(By= det A - det B 
detA!B) = det A - det(B)= der A-det B 
detiA!B)= det(A!) - det B= det A - det B 


-5 4 -3 a 
5.10 asjl1io -7º 5 b)j|)-5 1 2 c) não exisle 
8 ss 10 1-4) 
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1 1/1 Iê 
— = = — 0 0 
q = o 2 2 2 a 
Si) alo 1-4 o PR olo Lo 
? 2 2 a 
Do Me 1 1 4 1 
fr o api o o- 
Raro 2 2. Ê a 
dom qm É 
” 2 2? 
1a a a 4 1 
O — 0 -— 
2 
5.12) a) º jií aa b) z 
GD Tosa o o É 
Ee o e 2 2 
a 
2 2 2 E 
513) 41 
5.14) a) sim 


b) (AB)! = (det(AB)) (AB)! = (det A) (det B) BI A = 
= ((det B) B-!)- ((det AJ A) = B'A* 


Capitulo 6 


8.1) Acquação (a) 


52) ajsim b) não c)k=7 
6.3) sim 
B4) ajsim bj não 


6.5) aljm=2,n=15,0=18B 


bjk= 
8.6) 
E UR DR | Dog 
3 =Dsam7 35 3. 2 Si 
faliha 3 5 3 4 é 3 =& 3 
Ed, o CB Dis Rb ae “6 
é já 
xr 
5 
X=|x3 B = si 
.*a o 


Ss 


4 -4| [x] [48 
8.7) o [5 E E blo 7 4! |Iwl=lo 
dh. 3 7/13 a 16 
|" dp fia? 5 
o q 4 ' 7 
C) Hg = 
A ce 20 
fa 
E PR A RA 
3x, dx, +2x, = 1 
58) 4-x,+3x,+5x,=0 
| My +Bx,+ Tx =1 
69) ajl2,4) bj (1; 3) c) (4; 1) 
cy e 
aii pdoe bb iZi55 2.114 o) (1. 3;-2 
pj ají ) (5:55) e) ( ) ( ) 


8.11) aj(2:3; 1,3) by (1,>1; =: 1) 


BRES AI 
2 


512) a [00:05 


A 


3.13) 
Jemé O tam 


1 [2+8m 1I+ám-m? 
14 — ES 
B ) ma SiS FE ] 


815) as=Q by [ 


8.18) (cos 2m; sen 2a) 


eim a=L,b=20=2 
2 2 


3 -2 
5.18) voe [o | (-15: 11) 
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a ' 
Mas 

619) mta |) 34 1 (418 2 
2 ANPR CAS A 
0.13 

do a 
Capítulo 7 
72) a=4,b=2,0=3 


7.3) 


Podemos demonstrar a (t e 3) utilizado as duas primeiras equações do 
sistema, pois pela (t e 1) não se perde a generalidade. Sejam então q 
Sistena 


24X, + EgX> Pcs AnXn = b, 


2244, + 02X, +. +, = Ds 


(5) 
AX + mata too + Anta = Dm 
€ o sistema 
EM HA + +HAã =D, 
(54) lka, +az1)X, + (kar + 322)X> +... + (Ka + an )Xn = Kby + Do 


VPL CDILO AMRS Ad LOS bb phones 


Amit + HmzXz +... + Emnn = Dm 


obtido de (5) somando-se a 2º equação com a 1º, sendo esta previamente 
multiplicada por k. 
(8) e (31) somente diferem pela 2º equação. 
1º parte) Se (m4, 02, ..., Gn) é uma solução de (S), então substituindo estes 
valgres na 2º equação de (S:) obiemos 
(1º membro) = (Kan + anja + (kasz + axa to... + (kam + azmjans 
= (anos + aros +... + ginma) + (azia + azzoz +... + dêntin) = 
= kby + bz = [2º membro) 
Logo, tada solução de (5) é solução de (514) 


2" parte) Se (m, às ..., qn) é uma solução de (51), então é claro que 

(ka + azt)o + (Kaiz + azzjoz +... + (Kain + azojan = kby + bz 

donde 

kia; (0 + ajo0a Fa. +aga)+ (do 404 + Eog0s Fm: + aan) = kb, +Da 
a” 

kb+ + (asim + azzoa +... + aantin) = kb1 + bz 

e assim azigy + az2oz +... damn = ba 

Logo, toda solução de (51) é solução de (8) 

Portanto, (5) — (54) 
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7.4) ajt1;3;1) bi(i+20/ 1-0 o) ci) tm; -2u: -B0) 


7.5) atos: 2) b)(5 = 20: 4 3m;1+0;00) 


cj Eis aaa ma 


7.8) (E Sobe das O dido Ea 
a a a) 
725) a) [5 -55) b) inconsistente 
5 10 

7.26) [5 0-5] b) inconsistente 

o (A-70a2+2m q) 
727) ajttot) b) (2,1, —1) 
7.28) ajt6- 2u-5B. a 5: 20-11) 

b) inconsistente 

190. Sãa FSuw 
eg 0. 0 by40, 0: O ———— ja [= 
) a) (0:00) (0: 0:0) o (JS SE dE a) 


7.30) a)Semo= -—1: inconsistente 
Sem é —1: determinado, S= (E E ) 


m+1/m+1 


bj Sem &: inconsistente 
Sema=&6 indeterminado, S=(3-20; q) ve R) 


2.31) ajSe k = 7; inconsistente 


Se kz 1: determinado, 5 = (ES E: a) 


bj) Se m *-—1: inconsistente 
Sem= 4: determinado, 5 = [(1; 2)! 


: 


7,32) ajSek=-2: inconsistente 
Se k = 1. indeterminado, S=fx ppi-a-pbloegeR] 


Sekéijekz-2: determinado, 5 = (sra) 
Ak+2 k+2 k+42 


b) Se k = 4: inconsistente 


g 5 k-B 
Se k £ 4; indeterminado, 5 = (ES -a + dc; — + 2u; a) E R) 
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7.33) a) Se k = 3: indeterminado, 


7 34) 


735) 
7 38) 


7.37) 


7.38) 


7.39) 


740) 


7.41) 


S=((5-106; 7u-3;0), me R) 


Se ká 3 determinado, S=H6+3k,-—-4-— 2k; — 1) 


bjSek=-5: inconsistente 
Se k = 2: indeterminado, 


S= (ou-= dg E a 
2 | 


Sekz-5ek% 2: determinado, 


s- = E AD 
Kk+5 K+5 k+5]) 


“mma, «— 


a) Se k * 1: consistente 


Se k = 1: indeterminado, S=((0, co), q e R 


b)Sek=6o0uk= + 3: indeterminado 
Sekr 6 e kz 4 43' determinado 


aj=1 
Basta mostrar que det À = Zabc * O 


ajaz-4 e b=-7: indeterminado 
=-4 e bx-7?: inconsistente 
a*-— 4: determinado 
bba=-1 e b=&: indeterminado 
=-1 e pb&B: inconsistente 
a é-1: determinado 


ab = 1: indeterminado p/ a = 1 e inconsistente pf a * 1 


ab * 1: determinado 


m =-2: inconsistente 
m = 1: indeterminado 
maE-2 e má: determinado 


(b-ditc-d), td-ac-d) (d-ajtd-b) 


(p-allc-a) (b-adc-b)' (c-ac-b) 


a) a=b= oO: indeterminado 
a=b= 1: indeterminado 
a=béºlQe 1: inconsistente 
a é b: determinado 

b) a = 3: determinado 
a * 3 inconsistente 

cjm=+1ep=14: indeterminado 
m=*1ep*?1: inconsistente 
m * +41: determinado 
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742) Se sen 20 = O: indeterminado 
Se sen 2 é O: inconsistente 


743) O: indeterminada 
0: 


k = 
k * inconsistente 


744) ajk= b) (Das) 


7.45) a=-?4 e b=-/6 


7.46) não existem a e b 


Capítulo 8 

24) aj2 bj) 3 
85) aj? bj 2 
8.6) a)2 b) 3 
87) aj? b) 3 


8.8) a=-1 . p(ã)= 
8.9) 


+10) p(Aj=3, Vk 
811) m=iDhena= 
1 
méÉidonk a PASS 
8,12) 1 
B.17) a) determinado b) indeterminado 
B.18) a) inconsistente b) indeterminado 


8.19) a) indeterminado b) inconsistente e) determinado 


8 20) aja=a3 indeterminado bja = +2: inconsistente 
a é 3: determinado a +2: determinado 
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8.21) ma= 1: inconsistente 
m =-2: indeterminado 
máiemx*-2: determinado 


Capitulo 9 
99) a)67 b) 57 c) 80 
9.10) a)b-a c)b-a+1 
b)b-a d)b-a-1 
911) a) 118 b) 278 
9.12) 34 
9.13) a) 52 b) 142 
9.14) a) 250 b) 166 c) 45 


9.15) R$ 20,00 (máximo) e R$ 5,00 (mínimo) 
9.16) em três jogadas 

9.17) VVP; VPV; PVV 

9.18) a) 6 b)? 

919) n-2 

9.20) n+1 


9.24) C= cara K = coroa 


e 1:0) 
=== RS Rio) 


C— 1, Cc); 


qo) 
pi o 


| 
UC) 
pes g 


» 12 resuitados 


e 
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9.25) 


— 


o... 


an 
IgsO NAO NHO 


= [6)) 
JBO JNbO JNhO NhO 
A A A pa gm, 


Ed PED SA as 


9.26) 


Es 
h 
|| 

Y 
RISINY 


o 
Nena 
DN 
DANNDDADA B, 
CNCNNRO NO! 


4 


> 


elementos 
de E XF 


24 números 


e e e e q e e SS e e e e e e O o e a ST ua 


o 

Ed] 

Do 

oo O 
QANGAÃENCNNCODOA NhN 


Ra ! 
2— i 
54 ——+ (854! 


ININ NAN 
AAA 
ai 


Ed 


Há 8 modos do jogo se desenvolver e as possíveis quantias são R$ 8,00, 
R$ 15,00, R$ 22,00 ou R$ 29,00. 


9.27) 


9.28) a) 13 


c) 6 peças 


b) aprovada em 4 e rejeitada em 9 
d) 90 segundos 


9.29) 11 


940) 3-6-2=36 
402 


O ni e ———————eeeo 


941) 8-3-3=72 
q42) B:4=2d 
343) aJ6- 6=36 bj4-4:4=64 


94d) 5:5-h= 125 


9.45) 6: 5:4=120deJalgarismose6B-5:4-:3:2:1=720 de 6 algarismos 


948) a4-2=8 b)4-2:1-3=24 
2.47) 3) 11:11 =124 bj 10-10 = 100 
0) 11-10=110 d) 10 9=50 


2.48) a) 7: 108=7 000 000 
b)7:10º-98-8-7=3 528 000 
c)7:402:9:103=6 300 000 
d)7-102-9.9-8-7=3175200 


9,49) a)92 000 D)9:9-8-7=4 536 
950) B-8:7-.5=2240 


9.51) a)23-22-10º= 5 050 DO0O 
b)232-10-9-B-7=2 665 160 
c) 232: 104= 5 290 000 


952) (262.10º - 267 ).2=133 848 
total sem placas 
as resirições cam 
dois 
zeros 


9.53) 232.40? - 102 — 23º +41=52 272 


tota! sem placas placas 
as restrições COM com 
dois dois 
e 28ros 


fnoie que o número 1 teve que ser somado pois, ao retirarmos as placas 
com dois “O" e as placas com dois zeros, a placa [00 — CO] foi retirada duas 


vezes ) 
9.54) 10!-10- 10º + 1=9891 
9.565) 25 = 32 
2.56) 38 = 1 594 323 
9.57) 35-1= 242 


258) 7-6:5:4:3:2-1=5040 
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9.59) 6: 5º= 750 
9.60) (5-42-32-2)-2=2880 
9.61) 5:7:3= 105 
q62) 5:3:1=15 
2.63) (n' + 1)tnz+ 1) Ena + 1) 


964) (n-2p+ W)(m-2p+ 1) 


Capítulo 10 


10. 1)a)ixeZ |xz1) 
b)ixezZ |xz-—5) 
citxez |xz-2) 


sh 2 
10.12)/a) 5 = (1) b) S= 65 
pç. 
Bzi-2.3 o = 4 O: 
e) (2. 3) is 3 Q > 2] 
15-89 
gaja! Dj 9! cj 21 d)jin+ 2) ejtk = ay! 
10. 1432) É pe go ad e 
3! 4! 17! 50! (n—3)! 
Ens 1! k! 
Pm-ay Po 
10.15) a) 10! 5) 131 c) q! di(n+ 1)! ej(k+3! 
Bin> 19) atn-pjl hin-p+ 1 
10.16) a) 56 b) 1 320 c) 155 d) 1 330 
10. 17)a)nº-—n bjn? + 5n+6 Cc) k? + 3k? + 2k 
1 
djk—1 —————— fi n- 
a) kº -5k+6 E 
10. 18)a)n?-s b) 1 cjn+1 djn-1 
10. 19)a)S=[2) D)S=(7) e) (5) 
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10.20) Multiplicando os elementos da 1º coluna por (-1) e somando-se em todas as 
outras colunas, temos: 


md 111444] Ho o do 
de MA 14%] 520 D 06 
pltiss4 1 tiago. 
gas) 12d o 
Mi 3456 1)/h23 4450 
a 1234 506 


à 4 5 6 7 
“t IOSCIO 
Como todos os elementos situados acima da diagonal principal são iguais a 


zero, temos 
D=1t-2:3-:4:5:6=6! 


10.21)D & um determinante de Vandermande cujos elementos de base são 1, 2, 3, 
4...., 10 Então: 


D=(2-1)(3-1) (4-1)... (10-9)(3-2)(4-2)... (10-2) (4-3) (5-3)... 
o (10-3)... (10-9) 


D=(1-2-3-..-B (1 2- Be BD BD (BD) 


Temos 
E 


D=9 BIZ... 2114= Tin!) 
N=1 


10 22)1º parte 


[ismembro |=n-n!=n:n+nt-n!= 
=n/(n+1) -=nl=(n+1)-ni=|2º membro 


(nt) 


Outro modo 


[2º membro )=(n+14-ni=(n+1)-nt= 
=n!fin+9)-1]=0:n!'= 


2* narte 


À identidade provada acima nos mostra que toda parcela da forma n-n! 
pode ser escrita como a diferença (n + 1)! — n!, Então, para cada parcela da 
soma 8, temos: 
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1. 11=21—1] (usamos n = 1) 
221=3!-2] (usamos n = 2) 
3-31=41-3] tusamos n = 3) 


O 


kkl=(k+ 0! -k! (usamos n=k) 
14 2.204 tkcki= (kal! 


s 
Logo, S=[k+1)!+-1 


10.23) 1º parte 


1º membro) = (n+ 2)nl=[in+D+in!= 
=(n+tbnl+tlenl=(n+1 +n!=[2º membro] 


(ne 1)! 


Qutro modo 


Es membra| = (n+l+ent= (nen ento 
=niltn+D+]=(n+2)-n! = [1º membro) 


2º parte 


A identidade verificada acima nos mostra que qualquer parcela da forma 
(n+ 2)n! pode ser escrita como sendo a soma tn + 1)l + n! aplicando, então, 
a cada parcela de S (observando que nas parcelas em que n é par devemos 
trocar o sinal), temos: 


34l= 2141 (usamos n= 1) 
-A-PBl=-81-2! (usamos n = 2) 
S.3!= 4143] (usamos n = 3) 

(o  Tapoaje ssa! (usamos n= 4) 


tk+2)kl=(k+l+k! (usamos n=k) 


Ss =(k+1+1! (k é Impar) 
Logo, S=(k+1)!+1 


10.24) aj temos que f(0) = 1. Então, fazendo, em fin)=n- f(n- 1), 


n=1. f(1)=1-H0)=1-1=1 
n=2: fi2)g=2-1)=2:1=2 
n=3. f(3)=3- [2)=3:2=6 
n=4 i(d)=4 W3)=4. B=24 
n=5 45)=4:f4)=5-24= 120 
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b) a exemplo do que fizemos acima, a definição nos permile escrever as 
seguintes n igualdades 


(=, 
ft2j= 2 
f3)=3 
H4)= 4 


fin)=n.tn-1) 


HO) 


AC) 
 É2) 


Como não há fator algum nulo, multiplicamos essas n igualdades membro a 
membro, notando que o primeiro membro de uma igualdade é cancelado 
com um dos fatores do segundo membro da igualdade seguinte, Esse 


cancelamento nao ocorre, evidentemente, com K0) e f(n) Resulta então: 
tm=1-H0):2-3-4:...:n 


Coma 0) = 1, vem 
mn) = 2 9-ds,a hn 


10,25)a) Como f(n) = n - f(tn — 1), temos: 


[1º membro |= Ha +2)-Ha+ 1)= 
=(ta+2) fla+W-fa+)=flas)(a+2-1)= 


=[a+1)-f(a+1)= |2ºmembro|=(ta+1W)ta+1) Ka)= 
=(a +12: Ka) = [3º membro] 


t) Como a > 1, aplicamos, também, f(n)=n fin = 1): 


iemembro |=2fa)-ta-1) -fa-1)= 
=2a-fla-1)-(a-U-Ha-1)= 
=Hla-1)-[2a-(a-W=[a+1] Ka-ij= 
=a fla-) +1-fa-l=flaj+fla-1)= 


Capitulo 11 
11.1) Css 
11.2) Cios 
11.3) Aos 
11.4) Csza Cras 


11.5) Ass 


ça) 


= |2º membro 
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11.8) Aim 
11.7) Asa 
11,B) Ass 
11.5) Cas 


11.10) C205 


Capitulo 12 


ig.4) à) 5 040 b) 120 c) 720 d) nº-3n2+2n 
ejnt+3an+2 o g) 7 hj 15 


12.5) ajnz23 
bine (0,123) 
Cjna? 
dinz-—5 
ejnz-5 
in=3 


12.6) a) S = 49) b)S = (12) 
12.7) a)S=116) bj5S=0 cs =(11) 


12.8) a)n=3,p=1,2,3 


tda 
12.9) 
in+ 
E nt (tn=p)! 
[1 membro)=fn+]————— + > TE = 
fn-p+0! in-p+t) 
= An+ tn! É fn+ 1)! É En + 1)! tn + 1)] , 
in-p+Wl (n-p+Din-pil in-peilo in-p+1) 
= An ip tAnap=2Anp =|2 membro) 
12.12)a) 252 b) 165 e) 180 d) 495 
e)1 1 q) 17 hj 1 
12.13/a) 5 = (3) DS = (10) 


12.14) Cn p= Cn,p+, pode ser escrita 
n! nt! 


plin-p! (p+DKn-p-1! 


408 


1 1 
plin-pyn-p=1! €p+9plin-po)! 
donden-p=p+f,istoéen=2p+i 
Como p é natural, conclui-se que 2p é parem = 2p + 1 é impar 


e dai temos 


12.15) 


[E membro) - 2 ANE ge A 


pln+1-pjl pitn-pol o 
2(n+ tn! n! o 


piin+1-phin-p)l plHn-pH 


nt | 2n+2 2n42-n+p-1 
>" | —-1 =Cnp — — = | = 
plin-pyjn-p+1o n=-p+1 


Capítulo 13 

13.20)a) 20 b)C»o2= 190  c)Cm2z=55 d) Cas = B4 
13 21)Asoa = 5 040 

13.22/10- Cos = 840 

13.23)4 -Ar>= 188 

13.24)5 - Cas = 280 

13.25)5 - &o2 = 360 

13,25)15 - Cog = 300 

13.27) Caa = 10 

13,28)C75 —- Cs3=11 

13.291) As; = 20 bj Ara — Asz = 820 
13.30) 474 — Asa = 720 

13.31) Cas — Cos = 36 


13.32)8) Cas = 210 bj Crz + Croa + Cios = 375 
cy 218 — Cio — Cras = 859 


13.33)3) Aos = 15 120 
bj Asa + Ass = 840 
C) Asa + 2 Aga = 6 384 
d) Aga + Aga + d Ara=5 5dd 
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13.34/a) Ce 2 = 15 b) Css = 20 


13,35]a) Cmoz = 45 bj) Co2z-1D=35 
iaBad, = Copo aca ql 
lados tados E 
Mqunais 


13.37)1º modo Era — Cas — Cas = 30 
2º modo: 4 Cs7+3-Caz=a0 


13.38) Cas — C34 — Cas — Cas = 81 
13.39) C42a — Cas — Cas -— Csa = 208 
13 40)Caz: Cos = 80 

13.41) Casa - Cas = 300 

13.42)As2* Asz = 240 

13.43)C126 | Casa = 13 880 

13,44) Cias - Cra  Caz = 25 200 


13.45)jAas Aga Asa = 172 BOU 


25| 
13.48)C25s Cos: Css Cosz—— 
(5!)º 
mi 
1413.47)Cn.p En-pp: En-zpp Ss En -ju-2 pp E Te 
p! 


13.48) 1º modo: Cia: Csz + Cia 6 + Cross =3312 
2º modo: Cims— Cos Cosa 10 Cas — Cos = 3312 


13.49)C485— Cos — E Cipa = 2 BEB 


13.50)a) C2o5 = 15 504 bj Cas Cap = 24 
0) Cas: Cao  As2 = 480 


13.51)2) Caz Cia = 3380 
pi Cs2 Cisa= 4 550 
Cc) Caso Cog2 + Cross 480 
d) C205 — Cias = 11 136 
e) C20s— Css — 5 Cissa =5 676 
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Capitulo 14 


14,8) a) Pa=6 bj Ps=24 c) Ps = 120 
149) 3)3-2.P5=720 bj3-4-Ps= 1440 
c) Pa: Pa = 144 
14.10) a) Pe = 40 320 bj) As2: Ps =8 640 
CjÃs2'd-Ps=5760 djÃ£a Aaz' 2: 2: P2=1152 
14.11)a) Pg = 40 320 b) Pa: Pa = 241920 


e)Pio-Ps' Pa=3 356 BBO 
14.122 Ps - Ps = 28 800 
1413)C103: P; = 604 800 
14143053: Cra- Py;=1 764 000 
14. 15ja) Ps = 720 b) Cas: Pa= 336 
14.16)2 Ps: Pe = 1036 800 
14.17)Pa: Pa= 144 
14.18) 329º 
14.19)3 999 960 


14.20)279 972 


Capítulo 15 


15,5) a) Pati = 6 720 b) Pa) = 1120 
Cc) PquiZ: 4.2.2) = 32 432 400 


15.6) PgZ9 = 41260: Ps =6 


15.7) n=7 

15.8) n=4 

15.9) 3) Pot) = 60 480 b) Profs 3 - Pol = 241 920 
ci, ei 

15.10jai Pri6.7) b) Pg: » Palá a 
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Capitulo 16 
18.1) aneZ, nz3 bjne£, n22 


18.2) Df)=(0,1;2: 3,4) 


15.3) D=0 
16.4) aJ1b bj 4 005 Cc 2 178 
16.5) a) 20 -1=1 028 bj20-1-10-1=1012 

O “10 100 n 
cai dO (5) lo | (5 | DU 

nº n+1 2n-2 

f 
(5) Lê (075) 


15.10 lem 2 colunas iguais, pois pet ie 
9) 1) 


[5 )=(5") - [a )=(6] (complementares) 


6 7 (9 
Aa) S= (43 4410) hjS=47) 
S=624) o5= (5) eJs=0 
18.12)a) 5 = (172; 3h (28; 25) bj S = ((4; 8) 
; k =K+1 timpossivel) 
18.13 asa na 
DE do es niEnda 


donde n= 2k-— 1 = impar 


1igjajnzp+g e pz9 
Eid q (1) 


ode 


pr ED) 


de (1), vem q = O que, como q e Nº, não convém: 


de (1). vemn=2p=par 
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Mk-1=2K+41 O) 
n 


1848) [5 : = tou 
1 MA) Iate ten D 


e (D, vem k = 2, 0 que não convém, 


de GD. vem n = 5k que é múltiplo de 5 


16 19)a) S = (AD) S=(14) 
18.20) 5 = 415) b) 5 = (20) 
16.21) 

z si n O, fui OR rá fia A 
«eb 
a E a! 2 

Rd E ptn-p)  p+ 


E Edo [2º membro] 


(pena Spy Pipa) 


18.26)a) V bj MV CV d) 4 
1s2nas=(5:3) bjS= [211,25] 
15.28)9)5 = 45; B) b) S = (4,6) 


165.29)5 = (50; 52) 
16.30) 


esmo (gg) 


e e 
Dad E MS 


E o = — [2º membro] 
p 


p-1 
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Capítulo 18) 


18.5) a) xº— Sax! + 10a?x! — 108ºx2 + 5a'x — aí 
bj) x! + Bxi + 24x? + 32x + 16 
c) xº = 12x5 + 60x4 — 16023 + 240xº — 192x + Bd 
1 
d) x) + 5x3 + 10x + pia 
xo x x 
18.8) a)(2+7)=9º= 59049 
bh) (5-3)8=28=64 
ec)? + 3)! = 104= 10 000 
d) (101 — 19º = 100º 10 QDO 000 000 


18.7) aj(3+2)8=58= 390 625 
b)(11+4]7= 15" 
c(11-21]8"=(=107 
gti ip= 10 
est1i-11D=([-105 
18.8) zero 
18.9) a) 29-1 by 2n-1 


(10) 1 252 
aaa 5-2 


18 
b) (is | 2x =— 4 480 x*º 


18.18)8) Ts = [Je 1001 x8 


7 
bj Ta= La [53x =-4375 x" 
Cc) não existe 


18.19)8) Ta= a ? | a326 = —145 152 
3) 


1 
biTr= [5 ]4 = 20 500 480 


c) não existe 


a 
18.20)a) Tz = o 25x20 = 29 568 x2º 


(1D x 
RL PA ias 
5 JJx X 
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18.21) n = 28 


18.22) a = +2 E 


18.23)n=20;a = 325 


18.24) dois; sélimo e décimo nono termo 


18.25)a) 1 110x'8 b) 2 050 x<4 
18.29)2) 2, 176 b) 258.055 
18.30) Qn = Ri 


18.31)a) 2 890 

n(n+ Mn? +n—-6) nn 1in+3)tn-2) 
A 
c) 562 666 


b) 


Capítulo 19 
19.3) PCs= 120 


19.4) PC; -2PC; = 3 600 
195) PC. =6 broches e - =3 


19.6) PCs: Pa = 144 
19.8) AR35= 243 


19.9) aj ARza= 16 
b) ARz1 + AR22 + ARza + ARza = 30 


192.10) AR ios — ARioa — (As — Aga) = 62 7Bá4 
19.11)AR262 * ARio2 — ARze2 - AR? + 1 = 66 825 
19.18) a) 120 b) 330 c) 462 


k = 1 
19,17) CRnx = Coe ot k E pre ) 
E o) 
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CRe ani E Cenina E) 
(n-—1 


co 


Como dois binomiais são complementares, é imediato que CRax = CRecina 


15.18)a) CRi25 = 4 388 
b) CRss: CRs2z= 1176 


19 19) CRaa= 35 CRas=21 
18,20) CRana = 285 


19 21)CRios = 2002 


19,229) CRarim = EC Rms 
bj CRBemt. mi = CRm um 


Capítulo 20 
20.10) É 
ã 
4 
2011) 2 
4 2 3 
20. 12)8)— b) £ = 
15 3 as 
20. 13/8) Dj 5 Em g2 
8 8 4 
20 14)a) E pts 
100 200 
20.15) 22 
95 
20.16)a) 0,5 = 60% b) 0,7 = 70% 
c) 0.4 = 40% dj 0,9 = 90% 


20.47)0,75 = 75% 
20.18) 4; À 
4 2 
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20.i9)2) + b) À A 
13 


1 b 1 2 


20.20 
ta 43 ) n+1 na] 


20.21) À 

4 

20.224) +2. TEAM asi 
z85 


20.23) a 
f 


1 7 35 53 
: b dj) —— 
Ea 4680 936 468 7020 


eU. 28) — 
77 


20.27) 2 
n 


n=-3 


20.28) —2 = —Sin-a) 
Ens min-iyn—2) 


Canitulo 241 


100 40 20 3 

Md BVS Si prá 
2 oo * 300 200" 5 
2; 148 2 41 


aa PR RE 
200 200 200 50 


A17 


E Rc E 
200 200 200 


Siga a); Mes SS 


30" e 30 5 


10 5,15 
bj)i-(— +— —-—j= — 
o 30 30º 30 


21.6) Cuez, Case Cos (47 
Cieoz Cia Ceasa 106 


21.7) Cuoa , Cros Cos 1 
Cos3 Cosa Cosa 23 


218) a) Diaz | Coma Ciao Cosa 
Cos Cop Csoz Cs22 
py Sraz , Crsz 4 2 
Cso2 Ce s EE. 


Ca de Cas - 14 


€) 
Co» Cuz 221 


21.9) a1-PAvB=1- La 
10 “10 
1.4 
bi-PangBj=1- Le? 
| [A mB) dao 
ii PINA] 2 cana 
10 “10 
2 1,4 
dyPIa-PAngj= 2121 
| PIA] — PIA m B] = a ha 


1.108) 0,60 + 0,65 — 0,35 = 090 (00%) 


bj 1- 0.80 = 0,40 (10%) 
c) 0,80 — 0,35 = 0,25 (25%) 
d) 0,65 — 0,35 = 0,30 (30%) 


Capitulo 22 


418 


25 


102 


22.7) E RL SIR Eos AA qa ai a E 
5 15 7 415 15 225 15 15 225 
220) dj selada EP a 
95 10 18 190 10 19 38 
à ano 
12 44 56 
ARS PS ER 
6 6 6 216 
22.141) MA gm 
3 17 4 204 
Pirdn E iç 
3 17 16 136 
sl bs 3.8 
31 8 6 
Dia) Pois e Criada 
44 4 4" 256 
1414444 
b — "o — pH -o c— 
ia 272 
114111 
ce) ds dn ig, >= 
TT. Sm 
Ea pe gi a aa 
3 3 33333333 59049 
22 14314.1.2.2.2.2 1411 AR 
BT 333 2187 
Dan E e 
25 27% 10 


RA ge SID SA 
5 + + = 


Capítulo 23 


1 1 
224) a) 5 bj> o( 


00 a(s) (5) «sem 
» (23) (3) -& 
o (55) (5) a 
o (os) (5) «55 


513 2 
=>— (note que p= 
625 * q 1) > 


10 10 
23.8) 5 ú 


RI 

UT 

fee 
[Jr 
a, 


4 
| (0,2)* (0,8)10% = 0,6778 


E [309 
Boop Ss. O, BM (0,1) = 0,4116 
vz (KO) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


[1) x=2,y=3,z=14,t=4 


a É 
1.2) à 
Soa 
; És 
sa 2 a 
lã eo É Gli E 
EA q! E as 
E TR e a 


4) Basta efetuar o produto AA, 


1.5) Ea E 


O di 


1,6) 
cosa -senallcosb -seng| 


E de sena cosa ||senf cosp | 


esiscdáni senusenp -senficosa - senacos| | 
“| senacosp + sengcosa -senaseng+cosacos( |” 
[costa +E) -sena +p)] | 
“|sen(o+p) cos(a af) [7 
EE ps ia pb 
* [senf-u) cost-u) | |-sena cosa 


a+[ 


L?) Basta efetuar os produtos, lembrando que BA = AB, 


18) ajs'= - (Araya 5 (At + (AY) = - (A+ A)=S 
frase = tie Ps sh — = - 
biki= 5 (A-Amt= > (AAN= > (A-A)=-K 


c) Basta notar que A =5 +K 
19) Basta efetuar o produto AB, obtendo a matriz Os. 
110) Basta efetuar A“ e Bº 


141) CIC—-D=C-C=C-C=0 
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112) S2=[5 (+= 


1.12) 


114) 


1.45) 
1.16) 


1.47) 


118) 


1.19) 
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É (1+2A+A)=O(21+2A)= >(14A)=S 


1 1 


Ef 
4 
RS Es 2 =— — O — — — 
(I-2A + A%)= S(21-24)= > (1-A)=T 


Te=[5(1-Ap= o 


1 1 1 1 
T=]= O =-—j||- = t=1)= 
3 [5 ao (E — A) : [| — A?) ã -D)=0 


Método da Indução Matemática 


Teorema 1: (parap = 1) 
API =Ai=(B+C)=B2+2BC+C2=B(B+2C)=BMB+ip+tC] 


Teorema 2: 
Hipótese: Aki =BKHBÃ+(ik+1)C] 
Tese: Ante BRST (oro Ze 
AP2=A- AM = ABYB+(k+1)C]=(tB+CI)BMB+(k+1)C)- 
= (B + CYBM! + (k + 1)B!C] = 
= BeZ+(k+ BIC + BRIC + fk+ 1)BHCZ = 
= Bira dk+ 23810 +0= 
= BM (B+(K +20] 


4 1 1 1 1 
Há 2 soluções: 10,-=,- el0-—,— 
: FA E) RZ E) 
Não 
X = BACIA 


(A+BjAta-B)=(1+ BAN) (A-B)=A-B+BA!A-BAYB=SA-BAIB 
(A-BJAMA+B)=(I-BAN)(A+B)=A+B-BA!A-BAIB=A-BAB 


Teorema 1: (paran= 2% (AjÃo)! = Azi a 
Sex-Aião e Y= AM Ay! então 

XY = AAzAgtiAD! = AgAsI=AArt=| 
donde (AjAz)iT = Ap Aq 


Teorema 2: 
Hipótese: (ArADÃa Ag = AAça ec Ag Ag Ag 
Tese: (AdoAa oc Ãr Amar =AcuçT o. Ag A AN 


Se B=AjAzÃs-...  Axidx então 
(Arão du: Bear! - (BA 1)! =Awyr!- Blz 
= Apr ATO Agi Ag Aço 


E 32 ERES] 
Xy = = 


11.1) 


11,2) 


Se AÃp= Ad então [-wq =«—f donde c= ; 
SE É — [5 então BS A (| Pp = Ap = And 


b) Basta efetuar a soma, 

cjJAS=0 

d) Note que (Aa + Apj? = Aa f Ay + AgÃo + Ap = 
= Apt ApÃsS (a-2 b] z (como em bj 


N 


8) Basta elevar à potência n o resultado do item dj. 


f) Basta colocar p = Za no resultado do Rem d). 


Egas Bi e g=|º Ê então 
Lo e] ERRA 

AB = [2% aís + by ê Ba 12 bJj+cy 
Õ Cy |O e 


Assim, ai + by =0u+ch 

donde biu-y-=Bja-c)=0 
b a-c 

isto é, | ha 


ai 
B «= 


Escrevendo-se 


a-x D q d 

a | b-—x O! e 
O de O o eh 
d e f Q 


& desenvolvendo à deierminante, obtemos 


det(A-xj=dfb=-»y(c-x) +ela-x) (c-=x)+F(a-x) (b-x)= Fix) 


dz3 


11.3) 


11.4) 


11.5) 
11.6) 
11.7) 
11.8) 


11.9) 


1110) 


11.11) 


(1.12) 


11.13) 


11.1) 
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A expressão F(x) é um trinômio do 2º grau. Temos 


F(la)=d(b-a)(c-a)>0 
F(b)=ela-b)(c-b)<o0 
F(c)=f%Ha-c)(b-c)>0 


Assim, a equação F(x) = O admite duas raízes reais x: e xz tais que 


a>x>b>x2>c. 


Sea+fB+y=r entãotga+tgfp+tgy=tgatg Btgy, assim 
tga 1 1 
1 tgp 1l=tgatgBtgy+r1i+ri-tgb-tga-tgy=2 
1 1 toy 


S=(xe2]-10<xx<x-/10 ou O<x<10) 


zero 
zero 
S =(0:-10) 
S=(0,1,2) 


Lembrando que sen 3x = 3senx — 4sen?%x, fica claro a 3º coluna é 
combinação linear das duas outras. 


4 


No determinante da esquerda, multipliquemos a 2º coluna por yz a 3º por xz 
e a 4º por zy, obtendo 


O xyz xyz xyziQGyD) |0 1 1 

4 c|x O cu2* sy") 0 Tb az ye 
xy'z?ly y2 0 xy O fa e 
1 2 -D 


z y2 xz 0] O Ê 


Z 
y* x 


5 4 6 |5 4 546 5 4 42 

27 3=|2 7 273)=132 7 21 

169 |1 6 169 1.8 18 
do 63 

100 


xP (trigo 


p=. [5:-5) ou isso : (5:5) 
5 5 5 1453 


H11.2) 


115.3) 
[11.4) 
H11.5) 


11.6) 


11.7) 


11.8) 
V.1) 
IV.2) 
IV.3) 
IV.4) 


IV.5) 
IV.6) 


À = 1: indeterminado 


A= -s : inconsistente 


Agl e AF -5 : determinado 


m=1 
m=0 ou m=-1 
Basta notar que p(A) < n, logo (S) é indeterminado 


Se ad — bc :0, então um dos elementos a, b, c, d, pelo menos, é diferente de 
zero. Podemos supor, sem perda de generalidade, que d é O. Então, 


parda JE» - 
EP Te dedo lr 


A =? 12 ER = 
2 & BM u -|0 k+4 0 A Ri 
-13 k-3 0 E kn 
T =2 & 4 -2 3 a 
- 10 k fá k 1 
O k+4 O 4 -k(k+4) 


1) k = O: sistema indeterminado 
S=((3-3;1;a) aeR) 

2)k=-— 4: sistema inconsistente 

3)k:0 e k&- 4: sistema determinado 


AUX) =MAX)=A-0=0 
3 


30 


11 
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ly?) o quociente é 2" 
MB) n(n=d)(n=-2) 


V.9) N=0648 e S5=355 680 


14.10) k | 
IV 11) Ri 


14.12) 495 


2 


10 
V.13) 1º) l ] 
LP 
2º) 184 756 


4,14) BO 


4.15) Fara a 2º igualdade faça na relação anterior n= 1,23, 4, Ne some 
membro a membro 


1V.16) 174 


(nie! 


Va — E 
[l2l.n= DP 


p) 


vz) l é minimo para p = 1; esse minimo en 


AR 
n 
n 


2, 


p=-—, Sen é par; esse máximo é 


n 
2 


[n) w nl a 
! ) é máximo pata !p = ET sen é impar, esse máxima 


V.5) 


V.6) 
V.7) 
v.8) 


V.9) 


A a 


multiplicando-se membro a membro, vem a tese 


este (Doe Soro. o (9) 


20) dest 2 MDB), pç Dal, 
Hp p+1 a+1 


Isto é, se E(x) designa a parte inteira do número x: 


p<E (E) 


3º) o maior termo é up+1 com p = -e/R |: 
ta+1]) 


(os po. oi sy e (100 
759 )” o Jl50) 


3,2,6 


(1,02) = 1,1041 


V.10) desenvolva (x + y)º 


V.11) REDOR A ——— 
3 


112 
3 


V.12) a=2(1-n), A=-Sn(n- 1) (20-11) 


V.13) 5 


V.14) -9; 46 
V1.1) 252 
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VL2) 1140 
vt.3) 210 

vi4) & 

v1.5) 1080 
VLB) 16 

VL7) 17 881 376 


vLaj 2893 


VI) 5: E, 


| à EL 
lar: — , — 
Caso particular 50" 20 


V11.3) P= 520,13 


17 2/47 : 

VS) — ,—, 
36 36 36 
ni2n + 9) 


Hilgos se bEer 
ai (2n+ Bil2n + 5) 


5 2 . B9 
VILB) also DE cio 


VIL7) a=— eba 
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onde [x] significa “o maior inleiro que não supera x". 
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